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1 소개

Proofmood는 논리학을 위한 컴퓨터 소프트웨어 시스템이다픮 여기서 할시스템픧이라는 단어를 사

용한 이유는 Proofmood가 하나의 소프트웨어로 이루어진 것이 아니라 관련있는 여러 개의 소프

트웨어들로 이루어져 있기 때문이다픮 이 소프트웨어들은 다음의 웹사이트에서 만나 볼 수 있으

며픬 웹프로그램이므로 사용자의 컴퓨터에 설치하지 않고 웹브라우저에서 즉시 사용할 수 있다픮

http://www.proofmood.com

다만픬 현재는 웹브라우저 중에서 핉핮해핥핲핮핥해 핅핸핰핬핯핲핥핲만 지원하며 크롬픬 파이어폭스픬 사파리 등

타 웹브라우저의 지원은 개발 중이다픮

현재 다음과 같은 픴개의 프로그램이 구현되어 있다픮

픱

http://www.proofmood.com


픱픮 핔핲핵해함 핔핡핢핬핥 픨진리표픩

픲픮 핌핯핧합핣 핔핡핢핬핥핡핵 픨논리도해픬 명제논리픩

픳픮 핆합해핣함픬 핐핲핯핰핯핳합해합핯핮핡핬 픨명제논리 피치 증명 시스템픩

픴픮 핆합해핣함픬 픱핳해픭핯핲핤핥핲 픨픱계논리 피치 증명 시스템픩

이들 프로그램을 사용하기 위하여 어느 정도의 논리학 지식이 필요한 것이 당연한데픬 이 매

뉴얼은 독자들이 아래의 용어들만 알고 있으면 큰 어려움 없이 읽을 수 있도록 작성되었다픮

명제, 부정, 역, 대우, 드모르강의 법칙

2 진리표

2.1 명제, 논리식, 진리값배정, 진리값 함수

진리표를 사용하기 위하여는 명제와 논리식이라는 두 용어를 잘 이해하고 있어야 한다픮

명제는 참인지 거짓인지 분명히 판별할 수 있는 식이나 문장이며픬 논리식은 명제를 기호로

나타낸 것이다픮 아래의 표에 명제와 논리식의 간단한 예들을 보였다픮

표 픱픺 명제와 논리식의 예

명제 논리식

소풍을 간다픮 p

비가 온다픮 r

비가 안 온다픮 ¬r
비가 안 오면 소풍을 간다픮 ¬r → p

아픈 사람이 있다픮 s

아픈 사람이 없다면픬 비가 안 오면 소풍을 간다픮 ¬s→ 픨¬r → p픩

아픈 사람이 있다면픬 비가 안 와도 소풍을 안 간다픮 s→ ¬픨¬r → p픩

위의 논리식에 사용된 기호 중에 →와 ¬는 각각 함의픨implication픩와 부정픨negation픩을 뜻하

는 결합자픨connective픩이다픮 즉픬 A→ B는 한A이면 B이다픮픢픬 ¬A는 한A가 아니다픮픢를 의미한다픮

1 Exercise 아래의 명제들을 나타내는 논리식을 쓰시오픮 단픬 한소풍을 간다픢는 p픬 한비가 온다픢

는 r픬 한아픈 사람이 있다픢는 s로 나타낸다픮

논리식을 작성할 때 결합자 기호로 한또한픢을 나타내는 ∧와 한혹은픢을 나타내는 ∨을 사용할
수 있다픮 즉픬 A ∧B는 한A이고 또한 B이다픮픢픬 A ∨B는 한A이거나 혹은 B이다픮픢를 뜻한다픮

픨i픩 소풍을 간다면 비가 안 오고 아픈 사람도 없다픮

픨ii픩 비가 오거나 아픈 사람이 있으면 소풍을 가지 않는다픮

픨iii픩 비가 와도 소풍을 안 가고픬 아픈 사람이 있어도 소풍을 안 간다픮 ⊣

결합자들의 명칭과 읽는 법을 아래의 표 픲에 나타내었다픮 결합자들의 의미는 명칭으로부터

대략 짐작할 수 있을 것이며픬 정확한 정의는 표 픴에 나와 있다픮

함의문 A → B의 앞인자와 뒤인자의 위치를 교환하여 얻은 함의문 B → A는 A → B의

역픨converse픩이라고 한다픮 그리고 ¬B → ¬A를 A→ B의 대우픨contrapositive픩라고 한다픮

픲



표 픲픺 결합자

기호 명칭 읽기

¬ 부정픨negation픩 부정픬 핮핯해

∧ 논리곱픨conjunction픩 곱픬 핡핮핤

∨ 논리합픨disjunction픩 합픬 핯핲

→ 함의픨implication픩 이면픬 합항핰핬합핥핳

↔ 양방향함의픨biconditional픩 이면이†픬 동등픬 합픋

⊥ 모순픨contradiction픩 오픬 핢핯해해핯항

† A→ B는 ‘A 이면 B’로 읽으므로 A← B는 ‘A 면이 B’

로 읽고 A↔ B는 ‘A 이면이 B’로 읽기로 한다.

논리식을 만들 때 괄호가 너무 많아져서 쓰기와 보기가 불편할 수 있다픮 이를 피하기 위하여

픨픱픩 가장 바깥의 괄호쌍을 제거하고픬 픨픲픩 결합자 간의 우선순위픨priority픩를 정하여 사용하며픬 픨픳픩

∧와 ∨의 결합법칙을 이용하여 괄호를 생략하기로 한다픮

논리식에서의 연산기호인 결합자들 간의 우선순위는 ¬이 ∧과 ∨에 앞서며픬 ∧과 ∨은 다시
→픬 ↔에 앞서는 것으로 정한다픮

예를 들어 논리식

픨픨픨p ∨ q픩 ∧ 픨¬r픩픩 → q픩

는 괄호를 여러 개 생략하여

픨p ∨ q픩 ∧ ¬r → q

로 쓸 수 있다픮 그러나 픨픨p ∧ q픩 ∨ r픩은 픨p ∧ q픩 ∨ r로 쓸 수는 있어도 p ∧ q ∨ r로 쓸 수는 없다픮

왜냐하면 ∧과 ∨의 우선순위가 같으므로 p ∧ q ∨ r은 픨p ∧ q픩 ∨ r와 p ∧ 픨q ∨ r픩의 두 논리식 중
어느 것을 의미하는지 불분명하기 때문이다픮

결합자 ∧의 결합법칙이란 논리식 픨A∧B픩∧C는 A∧픨B∧C픩와 의̇미̇가̇ 같̇다̇는 것이며 따라서

이 논리식들에 괄호를 넣지 않고 그냥 A∧B∧C로 써도 된다픮 같은 이유로 A∨B∨C ∨D 같은
문자열도 합법적인 논리식이다픮

두 논리식의 한의미가 같다픢는 것은 곧 두 논리식이 동등픨equivalent픩하다는 것인데 논리식

의 동등이라는 개념에 대한 설명은 픵쪽에 나와 있다픮 흔히 할동등픧을 써야 할 자리에 할동치픧라는

용어를 쓰는데 이것은 일본식 표현임을 알아야 할 것이다픮

논리식의 수학적 의미는 그것을 구성하는 명제문자들의 진리값 함수픨truth function픩에 의하

여 규정된다픮 예를 들어 논리식 p → q의 본래 의̇도̇된̇ 의̇미̇는 한p이면 q이다픮픢이지만픬 수학적

의미는 다음과 같은 함수 f일 뿐이다픮

f픨픱, 픱픩 픽 픱, f픨픱, 픰픩 픽 픰, f픨픰, 픱픩 픽 픱, f픨픰, 픰픩 픽 픱 픨픱픩

여기서 픱은 참픬 픰은 거짓을 나타낸다픮

픨픱, 픱픩, 픨픱, 픰픩... 등은 명제문자 p픬 q에 주어진 진리값배정픨truth value assignment픩이라고 부른

다픮 진리값배정은 흔히 변수 픖x픬 픖y 등을 사용해서 나타낸다픮 예를 들어

진리값배정 픖x 픽 픨픱, 픱픩에서 논리식 p→ q의 진리값은 픱로 계산된다픮

와 같이 말할 수 있다픮 혹은 더 간단히 한픖x 픽 픱픱에서 픮픮픮픢와 같이 써도 된다픮

픳



다시 말해서 논리식 A의 의미는 그것을 구성하는 명제문자들에 다양한 진리값배정이 주어

졌을 때 A의 진리값이 어떻게 나오느냐에 의하여 규정된다픮

진리값 함수는 진리표픨truth table픩로 나타내는 것이 일반적이다픮 예를 들어 픨픱픩에 나왔던 p→
q의 진리값 함수 f를 진리표로 나타내면 표 픳과 같다픮

표 픳픺 진리값 함수를 나타내는 두 가지 방법

p q p→ q

픱 픱 픱

픱 픰 픰

픰 픱 픱

픰 픰 픱

픖x f픨픖x픩

픱픱 픱

픱픰 픰

픰픱 픱

픰픰 픱

이 진리값 함수의 정의역은 픴개의 원소로 구성된 집합 {픨픱, 픱픩, 픨픱, 픰픩, 픨픰, 픱픩, 픨픰, 픰픩}픬 혹은
{픱픱, 픱픰, 픰픱, 픰픰}이며 공역은 {픱, 픰}이다픮 일반적으로 n 개의 명제문자로 구성된 논리식에 대응되

는 진리값 함수†의 정의역은 픲n개의 원소로 구성되며 공역은 항상 {픱, 픰}이다픮 이 진리값 함수

를 나타내는 또 하나의 방법이 있는데 그것은 픱픰픱픱과 같이 함수의 값을 차̇례̇로̇ 나열하는 것이

다픮 이 픳번째 방법이 가장 간편하므로 우리는 진리값 함수를 나타낼 때 주로 이 방법을 사용할

것이다픮

앞서 명제논리에서 사용되는 결합자들의 의미를 표 픲에서 설명하였는데 이를 진리표를 사

용하여 수학적으로 명확하게 정의하여 표 픴에 보였다픮

표 픴픺 결합자의 의미

p q ¬p p ∧ q p ∨ q p→ q p↔ q ⊥
픱 픱 픰 픱 픱 픱 픱 픰

픱 픰 픰 픰 픱 픰 픰 픰

픰 픱 픱 픰 픱 픱 픰 픰

픰 픰 픱 픰 픰 픱 픱 픰

앞서 나왔던 논리식 픨p∨q픩∧¬r → q의 의미를 나타내는 진리값함수를 얻기 위하여 진리표를

그리면 그림 픱과 같다픮 이 진리표를 작성하는 방법을 아래에 설명하였다픮

픨픱픩 왼쪽에 있는 픳 개의 열에 진리값배정대로 진리값을 써 넣는다픮 명제문자가 픳개이므로 진리

값배정은 픲3 픽 픸개가 존재할 것이다픮

픨픲픩 맨 아래 행의 각 쎌 픨핣핥핬핬픩에는 대응되는 부분논리식의 계산단계를 써 넣는다픮 부분논리식이

원자논리식일 때는 그 쎌이 속한 열의 맨 위 행에 그 명제문자가 나타나 있고픬 부분논리식이

합성논리식일 때는 맨 위 행에 그 부분논리식의 주결합자가 나타나 있다픮 계산단계 중 전체

논리식의 주 결합자의 열에 대응하는 것은 그림에서 보듯이 굵은 글씨로 나타내어 눈에 잘

뜨이도록 하는 것이 좋다픮

픨픳픩 픱 단계 열에 속한 쎌들의 진리값은 처음 픳 개 열에 나와 있는 진리값배정에서 그대로 베껴

쓴다픮 이는 각 픱 단계 열들의 맨 위 행에 명제문자가 나타나 있기 때문에 아주 쉽다픮

†정확히 말하자면 진리값 함수는 논리식으로부터 결정되는 것이 아니라 논리식과 그 논리식에 속하는 모든

명제문자들을 포함하는 명제문자들의 열이 주어지면 비로소 결정된다.

픴



그림 픱픺 논리식 픨p ∨ q픩 ∧ ¬r → q의 진리표

p q r 픨 p ∨ q 픩 ∧ ¬ r → q

1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1

1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0

1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1

0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0

계산단계 1 2 1 3 2 1 4 1

픨픴픩 픲 이상 단계의 열에서의 진리값은 좌우에 있는 열들의 진리값 픨이미 계산되어 있을 것임픩과

그 열의 맨 위 행에 있는 결합자로부터 표 픴에 의하여 계산하여 써 넣는다픮

픨픵픩 마지막 단계의 열까지 진리값을 구해 넣으면 진리표가 완성된다픮

주어진 논리식의 의미를 나타내는 진리값함수는 이 표에서 마지막 단계의 열픬 즉 주결합자의

열에 나타나게 된다픮 위의 예에서는 이 진리값함수가 픱픱픱픰픱픱픱픱으로 계산되었다픮

아래의 그림에서 두 개의 논리식 p ∨ q와 ¬p→ q의 진리표를 비교하였다픮

그림 픲픺 동등한 두 논리식

p q p ∨ q ¬ p → q

1 1 1 1 1 0 1 1 1

1 0 1 1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 1 1 0 1 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0

계산단계 1 2 1 2 1 3 1

이 진리표의 모든 행에서픬 즉 모든 진리값배정에서 두 논리식의 진리값이 일치함을 볼 수

있다픮 픨두 논리식의 진리값 함수는 픱픱픱픰으로 동일하다픮픩 이런 경우 두 논리식은 논리적으로

동등픨equivalent픩하다고 말한다픮

그림 픳에 동등한 두 논리식의 예를 또 하나 보였다픮 진리표에서 보듯이 이 두 논리식은 모든

행에서 진리값이 픱 이라는 특성을 가진다픮 이런 논리식들을 항진픨logically valid formula픩픬 혹은

토톨로지픨tautology픩라고 부른다픮 모든 항진 논리식들이 서로 동등함은 당연하다픮

그림 픳픺 항진 논리식의 예

p q p ∨ ¬ p 픨 p ∨ q 픩 ↔ 픨 ¬ p → q 픩

1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1

1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0

0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0

계산단계 1 3 2 1 1 2 1 4 2 1 3 1

항진에 대칭되는 개념으로 모순픨contradiction픩이 있는데픬 이는 p∧¬p와 같이 모든 진리값배
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정에서 진리값이 픰으로 계산되는 논리식을 말한다픮 일반적으로 항진의 부정은 모순이고 모순의

부정은 항진임은 당연하다픮

2.2 프로그램 사용법

제일 먼저 알아야 할 것은 결합자 기호를 입력하는 방법인데픬 이는 프로그램 화면을 보면 곧

알 수 있을 것이다픮 원하는 기호를 마우스로 클릭하면 된다픮 그림 픴에 프로그램 화면의 예를

보였다픮

키보드를 사용하면 마우스를 사용하는 것보다 더 빨리 입력할 수 있다픮 각 결합자에 대응하

는 키는 화면에 나타나 있다픮 예를 들어 부정결합자 ¬는 ∼을 치면 입력되고 함의결합자 →는
픤를 치면 입력된다픮

그림 픴픺 진리표 프로그램 화면

픲개 이상의 논리식의 진리표를 동시에 작성하려면 논리식들의 사이에 세미콜론 픨픻픩을 넣으면

된다픮

그림 픴의 픳번째 논리식 p ∨ ⊥ ∨ q에서 보듯이 결합법칙이 성립하는 결합자 ∨픬 혹은 ∧를
픳개 이상 연달아 사용하는 경우에는 맨 왼쪽 결합자 밑의 열에 진리값을 계산하여 보여 주고픬

두번째 결합자부터는 비워 놓는다픮 픨비어 있다는 의미로 −를 보여 준다픮픩

이 진리표 프로그램에서 사용한 논리식은 저장해 두었다가 다시 읽을 수 있다픮 화면에 보이

는 핛불러오기핝픬 핛저장하기핝픬 핛다른 이름으로픮픮픮핝 등의 버튼을 클릭하여 사용법을 쉽게 익힐 수 있을

것이다픮 다만 이 데이터베이스는 모든 사람이 공유하므로 내가 저장한 논리식을 다른 사람이

지울 수 있음에 유의해야 한다픮†

명제문자는 영문 대문자픬 소문자 모두 사용이 가능하며 길이가 픲이상인 문자열도 허용된다픮

상세한 것은 핛도움말핝을 클릭하면 알 수 있다픮 핛핔핥하 출력핝에 대해서도 역시 핛도움말핝에서 알아

볼 수 있다픮

†사용자가 로그인하여 자신만의 공간에 저장할 수 있도록 하는 기능은 현재 개발중임.
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3 논리도해

3.1 모델, 만족관계, 논리적 귀결관계

진리값배정을 나타내는 변수로 흔히 변수 픖x를 사용한다픮 예를 들어

픖x 픽 픱픰에서 p ∧ ¬q는 참이다픮

라고 말한다픮 위의 문장을 기호로는

픖x � p ∧ ¬q

로 나타내고 한픖x 항핯핤핥핬핳 p ∧ ¬q픢픬 혹은 한픖x 야 p ∧ ¬q픢라고 읽는다픮 그리고

픖x는 p ∧ ¬q를 만족픨satisfy픩한다픮

고 말하기도 한다픮

�의 우변에는 논리식의 집합을 둘 수도 있다픮 예를 들어

픖x1 픽 픱픰, 픖x2 픽 픱픱, 픈 픽 {p ∧ ¬q, q → p}

로 두었을 때

픖x1 � 픈, 픖x2 ̸� 픈

가 성립한다픮 즉픬 픈의 모든 원소가 픖x에서 참일 때 픖x � 픈인 것으로 정의한다픮

픈의 모델집합픬 즉 픈의 모든 모델들의 집합을 핍핯핤픨픈픩로 나타낸다픮 식으로 쓰면 다음과 같

다픮

{픖x ∈ {픱, 픰}n
∣∣ 픖x � 픈}

핍핯핤픨픈픩 픽 ∅일 때 픈를 만족불가능픨unsatisfiable픩이라고 한다픮

A가 논리식일 때 핍핯핤픨{A}픩 대신 핍핯핤픨A픩로 써도 되는 것으로 한다픮 그러면

A는 모순 ⇔ 핍핯핤픨A픩 픽 ∅,

A는 항진 ⇔ 핍핯핤픨A픩 픽전체집합

이 된다픮 논리식에 있어 항진과 모순은 특수한 경우이고 일반적인 논리식은 이 둘 중 어느 하

나도 아닌 경우가 많다픮

핍핯핤픨픈픩 ⊆ 핍핯핤픨A픩일 때픬 그리고 이때만

픈 � A

라고 쓰고 한픈 야 A픢픬 혹은 한픈 핥핮해핡합핬핳 A픢로 읽는다픮 그러나 한픈 항핯핤핥핬핳 A픢로 읽지는 않는다픮

그리고 이럴 때 A를 픈의 논리적 귀결픨logical consequence픩라고 말한다픮

그러니까 기호 �는 때로는 만족관계를 나타내고 때로는 논리적 귀결관계를 나타낸다픮 즉 문

맥에 따라 두 가지 서로 다른 의미로 쓰일 수 있으므로 주의해야 한다픮
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2 Exercise 다음의 논리적 귀결관계들을 증명하시오픮

p, p→ q � q,

p ∨ q, p→ r � 픨q → r픩 → r,

A, A ∨B ̸� B,

픨A→ B픩 → C ̸� B ∨ C. ⊣

3 Lemma A1, . . . , An과 B가 논리식일 때,

(1) A1, . . . , An � B ⇔ A1 ∧ · · · ∧An → B 는 항진

(2) A1, . . . , An � B ⇔ A1, · · · , An−1 � An → B

(An을 Ai픨i 픽 픱, . . . , n픩로 바꿔 넣어도 됨.)

(3) A1, . . . , An � B ⇔ {A1, . . . , An,¬B}가 만족불가능†

(4) A1, . . . , An과 B1, . . . , Bm이 논리식일 때,

A1, . . . , An � B1 ∨ · · · ∨Bm ⇔
A1, . . . , An,¬B1 � B2 ∨ · · · ∨Bm ⇔

A2, . . . , An � ¬A1 ∨B1 ∨B2 ∨ · · · ∨Bm

이 성립한다. A1 대신 Ai 픨i ≤ n픩, B1 대신 Bj 픨 j ≤ m픩을 써도 된다. ⊣

3.2 논리도해 수형도

진리표를 이용하여 주어진 논리식 집합의 모델집합을 구할 때 문제가 되는 것이 있으니 그것은픬

명제문자의 개수가 늘어남에 따라 진리표의 크기가 기하급수적으로 커진다는 것이다픮 명제문자

의 개수가 픵 정도만 되어도 컴퓨터 없이 손으로 진리표를 그리기가 현실적으로 힘들 것이다픮

진리표를 사용하지 않고 주̇어̇진̇ 논̇리̇식̇들̇을̇ 만̇족̇하̇는̇ 진̇리̇값̇배̇정̇들̇을̇ 찾̇아̇내̇는̇ 방̇법̇ 중̇ 하̇

나̇가̇ 바로 논리도해이다픮

하나의 예로 논리식 픴개로 이루어진 집합

픈
def
픽 {¬a, b ∨ d,¬c→ a, b→ ¬c} 픨픲픩

의 모델집합 핍핯핤픨픈픩를 찾아 보자픮

픖x � 픈를 가정하자픮 그러면 픖x에서 b ∨ d가 참이므로 픖x에서 b가 참이거나 혹은 d가 참일

것이다픮 그러므로 픖x에서 픈 ∪ {b}가 만족되거나 혹은 픈 ∪ {d}가 만족된다픮 그러므로 아래의 수

형도에서 왼쪽 가지 픈 ∪ {b} 픽 {¬a, b ∨ d,¬c → a, b → ¬c, b} 가 만족되거나 혹은 오른쪽 가지
픈 ∪ {c} 픽 {¬a, b ∨ d,¬c→ a, b→ ¬c, d}가 만족된다픮

¬a, b ∨ d
¬c→ a, b→ ¬c

b d

역으로 픖x � 픈 ∪ {b}이거나 픖x � 픈 ∪ {c}이면 픖x � 픈가 성립함은 당연하다픮

픖x � ¬c→ a ∈ 픈이면 픖x � c∨a이다픮 왜냐하면 ¬c→ a와 c∨a가 동등하기 때문이다픮 그러므

로 앞서와 같은 논리로 픈의 모델은 아래의 수형도의 픳 가지 중 어느 하나의 모델이고 역으로

픳 가지 중 어느 하나의 모델은 픈의 모델이 된다픮
†(3)의 ⇔ 중에서 ⇐를 이용한 증명 방법을 귀류법이라 한다.
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¬a, b ∨ d
¬c→ a, b→ ¬c

b

c a
(×)

d

그런데 가운데 가지는 ¬a와 a를 동시에 포함하므로 절대로 만족될 수 없다픮 그래서 이 가지는

죽은 것으로 결론 내리고 픨×픩로 표시하였다픮

이제 픨b → ¬c픩 ∈ 픈가 ¬b ∨ ¬c와 동등함을 이용하여 첫번째 가지를 다시 가지치기 하면
아래의 수형도를 얻는다픮

¬a, b ∨ d
¬c→ a, b→ ¬c

b

c

¬b
(×)

¬c
(×)

a
(×)

d

첫번째 가지에는 ¬b와 b가 동시에 포함되어 있으므로 픨×픩표 하고픬 두번째 가지에는 ¬c와
c가 동시에 포함되어 있으므로 픨×픩표 한다픮

이제 픴개의 가지 중 유일하게 살아 남아 있는 픴번째 가지에서 지금까지와 같은 방법으로

다시 가지치기를 픨두 번픩 하면 다음과 같은 결과를 얻는다픮

¬a, b ∨ d
¬c→ a, b→ ¬c

b

c

¬b
(×)

¬c
(×)

a
(×)

d

c

¬b ¬c
(×)

a
(×)

총 픶개의 가지 중에 픴번째 가지만 살아 남았다픮 이 가지에 속한 논리식들의 집합을 픂라 하면

다음과 같이 쓸 수 있다픮

{¬a, b ∨ d,¬c→ a, b→ ¬c, d, c,¬b} def
픽 픂 ⊇ 픈

핍핯핤픨픈픩 픽 핍핯핤픨픂픩임은 지금까지 설명한 바와 같다픮 그런데 픂에는 리터럴 ¬a픬 ¬b픬 c픬 d가 들어
있으므로 픖x � 픂인 픖x는 픰픰픱픱일 수밖에 없다픮 그러므로 핍핯핤픨픈픩 픽 {픰픰픱픱}이다픮

위에서 얻은 픈의 논리도해는 분명 픱픶개의 행을 가진 픈의 진리표보다 간단하다픮 이 예를

통하여 논리도해는 주어진 논리식들의 집합의 모델집합을 찾는 도구로 쓰일 수 있음을 알 수

있을 것이다픮

논리식의 집합의 모델집합을 찾는 도구로 논리도해가 반드시 진리표보다 더 유용하다는 보

장은 없다픮 일반적으로 픈가 만족불가능이거나 이에 가까울 때 픨즉 만족하는 진리값배정이 픱픬픲

개 이내일 때픩는 논리도해가 유용하다픮 왜냐하면 일단 어떤 하나의 가지를 픨×픩표 하게 되면 그

가지는 더 이상 고려할 필요가 없게 되기 때문이다픮

위의 논리도해를 작성하는 데 사용된 규칙은 아래에 보인 것 하나 뿐이다픮
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A ∨B
픮픮픮

∨ 핲핵핬핥
A B

b→ ¬c 같은 함의문은 일단 이것과 동등한 논리식 ¬b ∨ ¬c로 바꾼 다음 위의 규칙을 적용하였
다픮 그리고 ¬c → a는 이것과 동등한 논리식 c ∨ a로 바꾸어 사용했는데 이는 실은 ¬c → a를

일단 ¬¬c ∨ a로 바꾼 후 다시 ¬¬c를 c로 바꾸는 ¬¬ 규칙을 적용한 것이다픮 그러므로 아래의

두 규칙도 이미 사용한 셈이다픮

A→ B
픮픮픮

→ 핲핵핬핥
¬A B

¬¬A
픮픮픮

¬¬ 핲핵핬핥
A

이제 다음과 같은 픶개의 규칙을 더하면 논리도해 작성의 규칙이 완비된다픮

¬픨A ∨B픩
픮픮픮

¬∨ 핲핵핬핥
¬A픬 ¬B

¬픨A→ B픩
픮픮픮

¬→ 핲핵핬핥
A픬 ¬B

A↔ B
픮픮픮

↔ 핲핵핬핥
A픬 B ¬A픬 ¬B

A ∧B
픮픮픮

∧ 핲핵핬핥
A픬 B

¬픨A↔ B픩
픮픮픮

¬↔ 핲핵핬핥
¬A픬 B A픬 ¬B

¬픨A ∧B픩
픮픮픮

¬∧ 핲핵핬핥
¬A ¬B

논리도해 생성규칙을 적용하여 수형도를 확장하는 작업을 터뜨리기픨pop픩라고 부르기로 하자픮

터뜨리기 중에 ∨픬 →픬 ↔픬 ¬↔픬 ¬∧ 핲핵핬핥을 적용한 것을 가지치기픨branching픩라고 부르고픬 ¬¬픬
¬∨픬 ¬→픬 ∧ 핲핵핬핥을 적용한 것을 쌓아놓기픨piling up픩라고 부른다픮 전자는 픲개의 가지를 생성하고

후자는 그렇지 않는다는 차이가 있다픮

지금까지 공부한 것을 정리하면 다음과 같다픮 픈를 뿌리 노드에 둔 논리도해 수형도가 주

어졌다 하자픮 이 수형도의 각 단말점마다 하나의 가지가 대응된다픮 n개의 단말점이 있는 경우

가지들을 픂1, . . . ,픂n라 한다면 다음의 등식이 성립한다픮

핍핯핤픨픈픩 픽 핍핯핤픨픂1픩 ∪ · · · ∪핍핯핤픨픂n픩.

픂i의 단말점에 픨×픩표가 되어 있다면 핍핯핤픨픂i픩 픽 ∅이다픮

픨×픩표 되어 있지 않은 경우만 생각하자픮 픈에 사용된 모든 명제문자들이 픂i에 리터럴 형태

로 나타나 있다면 핍핯핤픨픂i픩을 구하기는 아주 쉽다픮 그렇지 않다면 진리표 등 다른 수단을 동원

하여 핍핯핤픨픂i픩를 구한다픮

위에 설명한 내용은 논리도해가 완성되지 않은 상태에서도픬 즉 터뜨리기를 할 것이 남아 있

는 가지가 있는 상태에서도 유효하다픮

픱픰



4 Example 픈 픽 {p, p ∨ q, r → ¬q}의 모델집합을 구해 보자픮 먼저 논리도해를 다음과 같이

얻는다픮

p, p ∨ q, r → ¬q
p

¬r ¬q
q

¬r ¬q
(×)

가지는 다음과 같이 픴개 있다픮 픂1과 픂2에서는 p가 중복되어 나타나므로 하나만 보였다픮

그리고 픂4에서는 서로 부정인 리터럴 q와 ¬q가 들어 있어 픨×픩표 하였다픮

픂1 픽 {p, p ∨ q, r → ¬q, ¬r},

픂2 픽 {p, p ∨ q, r → ¬q, ¬q},

픂3 픽 {p, p ∨ q, r → ¬q, q, ¬r},

픂4 픽 {p, p ∨ q, r → ¬q, q, ¬q}.

픂1에는 명제문자 p와 r에 대한 리터럴은 각각 p와 ¬r로 나와 있으며 q에 대한 리터럴은 나

와 있지 않으므로 핍핯핤픨픂1픩 ⊆ {픱픰픰, 픱픱픰}임을 알 수 있다픮 ⊇도 성립함은 쉽게 확인할 수 있을
것이다픮 픂2와 픂3에 대해서도 이런 식으로 모델집합을 구하고 이들의 합집합을 취하면

핍핯핤픨픈픩 픽 {픱픰픰, 픱픱픰} ∪ {픱픰픰, 픱픰픱} ∪ {픱픱픰} 픽 {픱픰픰, 픱픱픰, 픱픰픱}

를 얻게 된다픮 논리식 p ∧ 픨p ∨ q픩 ∧ 픨r → ¬q픩의 진리표를 그려 보아도 같은 결과를 얻게 될
것이다픮 ⊣

3.3 프로그램 사용법, 추론

{A∨B,¬A∧¬B}가 만족불가능임을 proofmood.com의 논리도해 프로그램을 이용하여 보이는

과정을 그림 픵와 그림 픶에 나타내었다픮

그림 픵픺 논리도해 픱

픱. A ∨ B hyp
✄ 픲. ¬A ∧ ¬B } hyp

그림 픵에서 픲번 라인 맨 왼쪽에 보이는 붉은 삼각형 기호는 현재 이 라인에 포커스픨핦핯핣핵핳픩

가 놓여 있다는 뜻이다픮

그림 오른쪽의 hyp는 가설픨hypothesis픩을 뜻하는 주석픨annotation픩이다픮 이 두 라인은 가설픬

즉 뿌리노드에 넣는 논리식으로 주어졌다는 의미이다픮 픲번 라인 hyp의 바로 왼편에 동그라미

모양의 기호가 보이는데 이것은 수형도에서 살아 있는 가지픬 즉 픨×픩표 하지 않은 가지의 단말

점을 나타내는 것이다픮

라인 번호 바로 왼편의 영력에 마우스를 올려 놓으면 마우스가 손 모양으로 바뀐다픮 이 영

역을 라인의 클릭영역이라고 부르기로 하자픮

라인의 논리식을 터뜨리려면 그 라인의 클릭영역을 Shift-Click하면 된다픮 픱번과 픲번을

터뜨리면 그림 픶과 같은 수형도가 얻어진다픮 이 수형도는 픱개의 내부점픨픴개의 라인 픱픬픲픬픳픬픴로

픱픱
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이루어짐픩과 픲개의 단말점픨각각 라인픵 및 라인 픶로 이루어짐픩으로 구성되어 있다픮 키보드의

위픯아래 화살표픬 혹은 마우스를 이용하여 포커스를 이리저리 이동시켜 본다픮 마우스를 화면 오

른편 주석영역의 라인 번호 및 ×표 위에 올려 놓아 본다픮

그림 픶픺 논리도해 픲

픱. A ∨ B hyp

픲. ¬A ∧ ¬B hyp

픳. ¬A 2

픴. ¬B 2

✄ 픵. A x 1

픶. B x 1

픳번과 픴번 라인의 주석에는 숫자 픲가 보이는데 이것은 이들 라인이 픲번 라인을 전제픨prem-

ise픩로 삼아 터뜨려서 나온 결과라는 뜻이다픮 그리고 포커스가 픳번 혹은 픴번 라인에 놓여 있

을 때는 픲번 라인의 논리식이 파란색으로 나타나는데 이것은 픲번 라인이 현재 포커스가 있는

라인의 전제 픨의 일부픩라는 것을 의미한다픮 또한 이때 픳픬픴 번 라인은 초록색이며 이것은 이 두

라인들이 같은 전제로부터 가지치기 하여 얻어진 형제픨sibling픩라는 사실을 나타내고 있다픮

픳번 라인의 주석의 전제 번호 픲에 마우스를 올리면 픳번 라인을 얻는 데 사용된 터뜨리기

규칙 [쌓아놓기 ∧]가 말풍선으로 나타난다픮

픵번픬 픶번 라인의 주석을 보면 이 라인들을 얻을 때 사용한 전제가 픱번 라인임을 알 수 있

다픮 전제 번호 바로 왼편의 ×표는 이 라인을 포함하는 가지는 죽었다는픬 즉 만족불가능이라는

뜻이다픮 이 논리도해에 존재하는 픲개의 가지가 모두 만족불가능이므로 처음에 주어진 논리식들픬

즉 주석이 함핹핰인 픱번픬 픲번 가설 논리식들의 집합은 만족불가능이라고 결론지을 수 있다픮

픶번 라인 주석의 ×표에 마우스를 올리면 이 가지가 모순인 이유인픬 서로 모순인 픴번과 픶

번 논리식이 붉은색으로 나타남을 관찰할 수 있을 것이다픮 그리고 이 가지에 속한 모든 픵개의

논리식들의 번호는 파란색으로 나타날 것이다픮

그림 픶의 논리도해는 픱번 라인을 터뜨린 다음에 픲번 라인을 터뜨려서 얻은 것인데 순서를

바꾸어 픲번 다음에 픱번을 터뜨려도 동일한 논리도해를 얻게 될 것이다픮 이를 확인하기 위하여는

화면 상단의 [새 논리도해]를 클릭하여 새 논리도해를 열어 처음부터 새로 작성해도 되나 픱번픬 픲

번 라인은 남겨놓고 픳픬픴픬픵픬픶번 라인들만 삭제하고 다시 작성해도 된다픮

라인의 삭제는 그 라인에 포커스가 놓인 상태에서 [줄 삭제]를 클릭하면 된다픮 그러나 픵번픬

픶번 라인은 이렇게 해서는 삭제가 되지 않는다픮 둘 중에 어느 하나만 삭제하면 이 논리도해의

무결성 픨합핮해핥핧핲합해핹픩이 손상되기 때문이다픮 픴번 라인에 포커스를 두고 [부분나무 삭제]를 클릭하면

바로 그 아래의 픵번픬 픶번으로 이루어진 부분나무가 삭제된다픮 실은 이때 픴번 라인과 같은 노드

에 속하는 픱번픬 픲번픬 픳번 라인 중 어느 것에 포커스를 두고 클릭해도 같은 결과가 나온다픮

위의 예에서 보듯이 논리도해에서 터뜨리기의 순서는 중요하지 않을 수 있다픮 그러나 터뜨리

는 순간 포커스의 위치는 때로 매우 중요하다픮 예를 들어 그림 픷의 논리도해는 픳번픬 픲번픬 픱번의

순서로 터뜨려서 얻었는데 맨 마지막에 픱번을 터뜨릴 때 반드시 포커스를 픷번 라인에 두어야

한다픮 포커스가 픷번 아닌 다른 라인에 있을 때 픱번 라인의 터뜨리기를 시도하면 어떤 현상이

일어나는지 관찰해 보라픮

어떤 라인을 핛가지치기핝 하면 번호가 빨간색으로 나타나 있는 라인 바로 밑에 새로운 부분나무

가 생성·삽입된다픮 만일 글번호가 빨간색으로 나타나 있는 라인이 존재하지 않는다면 포커스를

픱픲



그림 픷픺 논리도해 픳

픱. Queen → Castle hyp

픲. Alice → ¬Castle hyp

픳. ¬픨Alice → ¬Queen픩 hyp

픴. Alice 3

픵. Queen 3

픶. ¬Alice x 2

✄ 픷. ¬Castle 2

픸. ¬Queen x 1

픹. Castle x 1

옮기기 전에는 가지치기가 불가능하다픮 그림 픷에서 이 사실을 확인해 보기 바란다픮 번호가 빨

간색으로 나타나는 라인은 포커스가 놓인 라인을 포함한 노드에 속한 가장 아래쪽에 있는 라인

이다픮 단픬 이때 이 노드는 단말점이어야만 한다픮 그러므로 만일 포커스가 내부점에 속한 라인에

놓여 있다면 번호가 빨간색으로 나타나는 라인은 존재하지 않게 된다픮

어떤 라인을 핛쌓아놓기핝 하면 그 라인이 속한 수형도 노드의 맨 아래에 새 논리식들이 삽입된

다픮 그러므로 쌓아놓기의 경우 포커스의 위치는 픨가지치기의 경우와는 달리픩 어디 있든지 상관

없다픮

논리도해에서 작업 결과를 저장하고 다시 읽어 들이는 기능은 [출력] 및 [입력] 버튼에 구현

되어 있다픮 출력 버튼을 클릭하면 현재 화면에 보이는 논리도해를 인코딩한 문자열이 팝업창에

나타난다픮 팝업창 화면을 Ctrl-A픬 Ctrl-C 하여 버퍼에 복사한 후 원하는 문서에 Ctrl-V 하여

붙여 넣으면 출력·저장된 것이다픮

출력한 것을 읽어 들이려면 저장된 파일의 내용을 버퍼에 복사한 후 핛입력핝 버튼을 클릭하여

팝업된 창에 붙여 넣으면 된다픮

논리도해의 도구로 할터뜨리기픧 외에 추론픨inference픩을 더한다픮 이 방법의 이론적 근거는

A1, . . . , An � B

일 때

핍핯핤픨A1, . . . , An, B픩 픽 핍핯핤픨A1, . . . , An픩

이라는 것이다픮

이 간단한 사실은 논리도해에서 대단히 강력한 도구로 사용될 수 있다픮 앨리스 추론을 예로

들어 설명하겠다픮

그림 픸픺 앨리스 추론 픱

픱. Queen → Castle hyp

픲. Alice → ¬Castle hyp

픳. ¬픨Alice → ¬Queen픩 hyp

픴. Alice 3

✄ 픵. Queen } 3 2,4

현재 화면은 가설 라인 픱픬픲픬픳 중 픳번 가설을 터뜨려 픨쌓아놓기 하여픩 픴번픬 픵번 라인이 추가로

얻어진 상태다픮 이제 픲번과 픴번 라인의 논리적 귀결인 ¬Castle을 픵번 라인 아래에 넣어 보자픮

픱픳



픵번 라인에 포커스를 놓은 상태에서 추론에 사용될 전제인 픲번과 픴번 라인의 클릭영역을

각각 Right- Click하면 픵번 라인의 주석에 픲픬픴 라는 숫자가 파란색으로 나타나고픬 픲번픬 픴번

논리식은 연보라색으로 바뀐다픮 이제 픵번 라인 픨의 클릭영역픩을 더블클릭하면 이 추론의 전제인

픲번픬 픴번 라인의 논리적 귀결인 ¬Castle이 픵번 라인 아래에 픶번 라인으로 추가되어 그림 픹를

얻게 된다픮 그러면 이제 이 논리도해를 완성하는 픳가지 방법을 보이겠다픮

그림 픹픺 앨리스 추론 픲

픱. Queen → Castle hyp

픲. Alice → ¬Castle hyp

픳. ¬픨Alice → ¬Queen픩 hyp

픴. Alice 3

픵. Queen 3

✄ 픶. ¬Castle } 2,4

먼저 그림 픱픰은 그림 픹의 픱번 라인을 가지치기 하여 두 개의 죽은 가지를 얻은 것이다픮

이 논리도해 수형도는 픳개의 노드로 구성된다픮

그림 픱픰픺 앨리스 추론 픳픮픱

픱. Queen → Castle hyp

픲. Alice → ¬Castle hyp

픳. ¬픨Alice → ¬Queen픩 hyp

픴. Alice 3

픵. Queen 3

✄ 픶. ¬Castle 2,4

픷. ¬Queen x 1

픸. Castle x 1

다음픬 그림 픱픱은 그림 픹에서 픱번과 픵번을 전제로 하는 추론을 실행하여 Castle이라는 결론

을 얻은 것이다픮 이 논리도해 수형도는 단 픱개의 노드만을 가진다픮 주석영역의 전제 번호 픱픬픵에

마우스를 올리면 이 추론에서 사용된 규칙 [예예]를 볼 수 있다픮

마지막으로 그림 픱픲는 그림 픹에 픱번과 픶번을 전제로 하는 추론을 적용하여 ¬Queen이라는
결론을 얻은 것이다픮 이 논리도해 수형도도 역시 단 픱개의 노드만을 가진다픮 이 추론에서 사용된

규칙은 [아니아니]이다픮

그림 픱픱픺 앨리스 추론 픳픮픲

픱. Queen → Castle hyp

픲. Alice → ¬Castle hyp

픳. ¬픨Alice → ¬Queen픩 hyp

픴. Alice 3

픵. Queen 3

픶. ¬Castle 2,4

✄ 픷. Castle x 1,5

그러면 이제 논리도해에서 사용가능한 추론규칙픨inference rule픩들에 대하여 알아 보자픮

우리가 논리도해에서 사용할 수 있는 추론규칙의 개수는 이론적으로는 제한이 없으나 현실

적으로 인간이 편리하게 사용하기 위하여는 개수가 너무 작거나 크면 안 될 것이다픮 너무 작으
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그림 픱픲픺 앨리스 추론 픳픮픳

픱. Queen → Castle hyp

픲. Alice → ¬Castle hyp

픳. ¬픨Alice → ¬Queen픩 hyp

픴. Alice 3

픵. Queen 3

픶. ¬Castle 2,4

✄ 픷. ¬Queen x 1,6

면 규칙들이 충분히 강력하지 못할 것이고픬 너무 크면 이들을 다 암기하여 능숙하게 사용하기가

어려울 것이다픮 Proofmood의 논리도해에서는 추론규칙 픸개를 사용하고 있으며 그것들은 다음

과 같다픮

먼저 고대 그리스 시대부터 논리학자들에게 잘 알려져 있었던 픴개의 추론규칙이 있는데 그

것은 각각 Modus ponendo ponens, Modus tollendo tollens, Modus tollendo ponens 및 Modus

ponendo tollens이다픮 이들 추론규칙의 이름은 라틴어이며 사용된 단어 핰핯핮핥핮핳는 긍정픬 해핯핬핬핥핮핳

는 부정을 의미한다픮 우리는 이 규칙들의 명칭을 기억하기 쉬운 한글로 바꾸어 각각 순서대로

[예예], [아니아니], [아니예], [예아니]로 부르기로 한다픮 그림 픱픳에 이 추론규칙들을 보였다픮

그림 픱픳픺 픴핍픭규칙

[예예] [아니아니]

픱. A → B hyp

픲. A hyp
✄ 픳. B } 1,2

픱. A → B hyp

픲. ¬B hyp
✄ 픳. ¬A } 1,2

[아니예] [예아니]

픱. A ∨ B hyp

픲. ¬A hyp
✄ 픳. B } 1,2

픱. ¬픨A ∧ B픩 hyp

픲. A hyp
✄ 픳. ¬B } 1,2

이들 픴개의 규칙은 모두 핍으로 시작하므로 4M-규칙이라 부르기로 하자픮 픴핍픭추론규칙을

적용할 때는 이중부정은 원래의 논리식과 동등하다는 사실을 이용할 수 있다픮 예를 들어 그림

픱픴의 추론은 [예아니]에 의하여 타당성이 입증된다픮

그림 픱픴픺 [예아니] 규칙 적용

픱. ¬픨¬A ∧ ¬B픩 hyp

픲. ¬B hyp
✄ 픳. A } 1,2

위의 추론에서 픲번 라인의 논리식 ¬B는 픱번 라인의 논리식의 한 부분논리식에 ¬를 덧붙이
지 않고 그대로 가져와서 사용하였으므로 예이고픬 픳번 라인의 논리식 A는 픱번 라인의 논리식의

한 부분논리식을 가져온 후 ¬를 붙여 사용했으므로 픨즉시 이중부정을 소거했음픩 아니인 것이다픮

[예예]와 [아니아니] 규칙은 실제로는 좀 더 강력한 버전으로 구현되어 있으며 그것은 아래와

같다픮
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픱. A1 ∨ A2 ∨ A3 → B hyp

픲. A1 hyp
✄ 픳. B } 1,2

픱. A → B1 ∧ B2 ∧ B3 hyp

픲. ¬B1 hyp
✄ 픳. ¬A } 1,2

이 규칙은 픳개 이상의 합인자나 곱인자를 가진 경우픬 그리고 픲번 라인에서 첫번째 인자가 아닌

임의의 인자픬 예를 들어 A2,A3,B2,B3 등을 사용하는 경우에도 적용된다픮

Proofmood의 논리도해에서는 픴핍픭추론규칙에 그림 픱픵와 같은 픴개의 규칙을 더 추가하여

도합 픸개의 추론규칙을 사용한다픮 새로 더한 픴개의 규칙 중에서 동등소거는픬 이 그림에서는 두

개의 규칙만을 보였지만 실은 이 두 규칙 각각에서 픲번 라인과 픳번 라인의 위치를 서로 교환한

규칙들을 더하여 도합 픴개의 규칙으로 이루어진다픮

그림 픱픵픺 추가 추론 규칙

[논리곱 앞인자소거] [논리합 소거]

픱. A ∧ B → C hyp

픲. A hyp

픳. B hyp
✄ 픴. C } 1,2,3

픱. A ∨ B hyp

픲. A → C hyp

픳. B → C hyp
✄ 픴. C } 1,2,3

[논리합 뒤인자소거] [동등 소거]

픱. A → B ∨ C hyp

픲. ¬B hyp

픳. ¬C hyp
✄ 픴. ¬A } 1,2,3

픱. A ↔ B hyp

픲. A hyp
✄ 픳. B } 1,2

픬
픱. A ↔ B hyp

픲. ¬A hyp
✄ 픳. ¬B } 1,2

이상 설명한 픸개의 추론규칙들은 그 선택에 특별한 이론적 근거가 있는 것이 아니고픬 다만

경험적으로 유용한 규칙들을 모은 것이다픮 추론규칙을 많이 넣을수록 우리의 도해는 강력해지

겠지만 대신 암기해야 할 규칙이 많아져서 사용하기에 불편해 진다픮

우리가 사용하는 논리도해의 추론규칙의 특징은 전제들로부터 결론이 유일하게 결정된다는

것이다픮 그렇지 않은 경우에는 사용자가 직접 결론을 찾아서 입력해야 하므로 효율성이 많이

떨어질 것이다픮

5 Remark 논리학에서 가설 픨함핹핰핯해함핥핳합핳픩과 전제 픨핰핲핥항합핳핥픩는 비슷한 의미로 사용된다픮 이 책의

논리도해에서는 이 둘을 다음과 같이 구별하여 사용한다픮

가설은 사용자가 직접 입력하는 논리식이며 논리도해의 뿌리노드에 위치한다픮 주석은 hyp이

다픮 전제는 터뜨리기픬 혹은 추론을 통하여 새로운 논리식을 얻을 때 사용하는 논리식을 뜻한다픮

전제는 가설일 수도 있고 그렇지 않을 수도 있다픮 ⊣

논리도해 수형도에서 모든 단말점픨의 마지막 라인픩은 x픬 X픬 } 중 하나로 표시된다픮 x는 이

노드를 말단으로 하는 가지는 만족불가능이라는 뜻이다픮 X는 이 노드를 말단으로 하는 가지는

만족가능이며 더 이상 가지치기를 해 보았자 x를 얻을 수 없다는 뜻이다픮 그 이외의 픨진행중인픩

단말점은 }로 표시된다픮

6 Example 지금까지 공부한 지식을 이용하여 아래의 퍼즐을 풀어 보자픮

한온도와 기압이 일정하면 비가 오지 않는다픮 온도는 일정했다픮픢라는 가설로부터 한비가 왔다

면 핛픮픮픮핝픮픢라는 결론이 도출된다고 할 때 핛픮픮픮핝에 들어갈 수 있는 것을 있는 대로 고르시오픮

① 온도가 일정했다픮
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② 온도가 일정하지 않았다픮

③ 기압이 일정했다픮

④ 기압이 일정하지 않았다픮

⑤ 비가 오지 않았다픮

이 문제를 기호화 하는 것이 문제풀이의 첫 단계이므로 다음과 같이 놓아 보자픮

T 픺 온도 픨해핥항핰핥핲핡해핵핲핥픩가 일정픮

P 픺 기압 픨핰핲핥핳핳핵핲핥픩이 일정픮

R 픺 비가 픨핒핡합핮픩 온다픮

X 픺 한비가 왔다면 핛픮픮픮핝픮픢에서 핛픮픮픮핝에 들어갈 것픮

이제 이 문제는 아래의 귀결관계

T ∧ P → ¬R, T � R→ X 픨픳픩

가 성립되는 X를 주어진 픵개의 예에서 찾는 것이므로픬 예에 주어진 픵 개의 명제를 나타내는

논리식 T 픬 ¬T 픬 P 픬 ¬P 픬 ¬R를 차례로 X에 대입하면서

T ∧ P → ¬R, T, ¬픨R→ X픩이 만족불가능

이 되는 경우를 진리표나 논리도해를 써서 찾으면 된다픮† 이 방법으로 답을 구할 수 있는 것은

확실하나 이 방법은 그리 효율적이지 못하다픮 이보다는 픨픳픩과 동등한

T ∧ P → ¬R, T, R � X 픨픴픩

가 성립하는 X를 ①∼⑤ 중에서 찾는 것이 훨씬 빠르다픮

주어진 가설픬 즉 픨픴픩의 좌변의 모델집합을 찾기 위하여 다음과 같이 논리도해를 구성하였다픮

우리가 찾는 모델집합은 픶번 라인을 단말점으로 하는 가지의 모델집합과 일치하며픬 이 가지에

속하는 리터럴이 T 픬 R픬 ¬P 이므로 결국 모델집합은 한 개의 진리값배정 TPR 픽 픱픰픱로 이루어

짐을 알 수 있다픮 그러므로 ①과 ④가 답이 된다픮

픱. T ∧ P → ¬R hyp

픲. T hyp

픳. R hyp
✄ 픴. ¬픨T ∧ P픩 1,3

픵. ¬T x 4

픶. ¬P } 4

나머지 픳개 ②픬 ③픬 ⑤는 픨픴픩의 X가 될 수 없음도 이 모델집합으로부터 쉽게 확인된다픮 ⊣
†보조정리 3.(3)을 이용한 것임.
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4 피치 증명시스템, 명제논리

피치 증명 시스템에 의한 간단한 증명 하나를 보면서 이 시스템의 사용법과 대체적인 구조를

파악해 보자픮

그림 픱픶은 논리적 귀결 관계

A,A→ B,A→ C,B ∧ C → D � D 픨픵픩

의 가설과 결론을 피치 시스템에 입력한 상태의 화면을 보여 준다픮 가설 픱픬픲픬픳픬픴 라인들이 주석에

hyp를 사용하는 것은 논리도해와 같다픮 가설부와 결론부는 짧은 수평선분으로 구분된다픮 라인 픵

의 타당성 입증 픨핶핡핬합핤합해핹 핶핥핲합플핣핡해합핯핮픩을 위한 주석은 아직 입력되지 않았으므로 Rule ?로 나타

내었다픮

그림 픱픶픺 피치 증명 시작

픱. A hyp

픲. A → B hyp

픳. A → C hyp

픴. B ∧ C → D hyp

✄ 픵. D Rule ?

식 픨픵픩는 간단한 논리적 귀결이므로 다음과 같은 단계를 거쳐 결론 D를 얻는 과정을 쉽게

이해할 수 있을 것이다픮

라인 픱과 픲로부터 B를 얻고픬 라인 픱과 픳으로부터 C를 얻고픬 이 두 논리식 B와 C로부터

B ∧ C를 얻고픬 마지막으로 라인 픴와 B ∧ C로부터 D를 얻는다픮

현재 포커스가 라인 픵에 있는데 이 라인 바로 위에 논리식 B픬 C 등을 넣어 그림 픱픷을 얻어

야 하므로 [줄 끼워넣기]를 클릭한다픮 이어서 논리식 C와 B ∧ C를 차례로 각각 하나의 라인에
넣는다픮 포커스가 있는 라인 바로 아래에 새로운 라인을 넣을 때는 [줄 더하기]를 클릭해도 되고

그냥 Enter 키를 쳐도 된다픮

그림 픱픷픺 피치 증명 픲

픱. A hyp

픲. A → B hyp

픳. A → C hyp

픴. B ∧ C → D hyp

✄ 픵. B Rule ? 1,2

픶. C Rule ?

픷. B ∧ C Rule ?

픸. D Rule ?

논리도해에서는 가설만 사용자가 직접 입력하고 가설 이외의 라인들은 모두 터뜨리기나 추

론에 의하여 자동으로 생성되지만픬 피치 시스템에서는 모든 라인을 사용자가 입력해야 한다는

점에서 이 두 시스템은 크게 다르다픮

이제 논리식들은 다 넣었으니 각 라인의 입증을 위한 주석을 넣어야 한다픮 피치 시스템에서

주석은 전제와 추론규칙으로 이루어져 있다픮
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전제의 지정은 오른쪽 마우스 클릭으로 한다픮 그림 픱픷은 라인 픵의 전제인 라인 픱과 라인픲

의 클릭영역을 오른쪽 마우스 클릭한 직후의 화면이다픮

그림 픱픸은 라인픵의 추론규칙을 넣기 위해서 Rule ?를 클릭하고 마우스를 움직여 [소거 - →]

를 선택하고 있는 장면이다픮 이 추론규칙의 이름이 [소거 - →]인 이유는 전제에 들어있던 기호

→가 결론에서는 소거되었기 때문이다픮 픨앞으로 몇 개의 추론규칙이 더 나올 것이고 이들에 대

한 설명은 나중에 주어질 것이다픮픩 이 상태에서 클릭을 하면 라인 픵의 주석의 입력이 완료된다픮

그림 픱픸픺 피치 증명 픳

그림 픱픹는 모든 라인에 주석을 넣어 증명이 완료된 상태를 보여 주고 있다픮 [소거 - →]외에

[도입 - ∧] 규칙이 사용된 것이 보인다픮

그림 픱픹픺 피치 증명 픴픬 완료

픱. A hyp

픲. A → B hyp

픳. A → C hyp

픴. B ∧ C → D hyp

픵. B → 소거 1,2

픶. C → 소거 1,3

픷. B ∧ C ∧도입 5,6

✄ 픸. D → 소거 4,7

논리도해에서는 주석을 컴퓨터가 알아서 넣어 주었지만픬 피치 시스템에서는 주석을 사용자

가 직접 손으로 넣으므로 오류가 있을 수 있다픮 오류 여부를 확인하기 위하여 [전체 검사]를 클

릭한다픮 그러면 오류가 있는 주석은 붉은 x표픬 오류가 없는 주석은 파란 X로 표시된다픮 특정한

하나의 줄만 검사하려면 [전체 검사] 대신 그 왼편에 있는 [줄 검사]를픬 그 라인에 포커스가 놓인

상태에서 클릭하면 된다픮

그림 픱픹에서는 원래 주석에 오류가 없었는데픬 그림 픲픰은 일부러픬 라인 픵에서 추론규칙을

틀리게 바꾸어 넣고픬 라인 픷에서는 전제를 틀리게 바꾸어 넣어서 [전체 검사]한 결과를 보여준

것이다픮

확인 결과 화면에 나타난 X와 x표를 지우려면 [전체 검사]를 한 번 더 클릭하여 토글 픨해핯핧핧핬핥픩

하면 된다픮

주석을 삭제하려면 추론규칙 부분을 더블클릭하면 된다픮 전제만 삭제하려면 그 라인에 포커
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그림 픲픰픺 피치 증명픬 검사

픱. A hyp

픲. A → B hyp

픳. A → C hyp

픴. B ∧ C → D hyp

픵. B x → 도입 1,2

픶. C X → 소거 1,3

✄ 픷. B ∧ C x ∧도입 5,3

픸. D X → 소거 4,7

스가 있는 상태에서 전제 번호 픨들픩를 클릭하면 된다픮

피치 시스템의 가장 큰 특징은 증명 도중에 가설을 자유로이 도입하여 부분증명픨subproof 픩을

만들 수 있고픬 또 이 부분증명을 후에 얻게 되는 다른 논리식의 전제로 사용할 수 있다는 것이다픮

이제 우리가 흔히 사용하는 할→의 추이율픧을 피치로 증명해 보자픮 그림 픲픱은

A→ B,B → C � A→ C

의 피치 증명이다픮

그림 픲픱픺 →의 추이율 증명

픱. A → B hyp

픲. B → C hyp

픳. A hyp

픴. B X → 소거 1,3

픵. C X → 소거 2,4

✄ 픶. A → C X → 도입 3-5

결론 A → C를 증명하는 가장 자연스런 방법은 A를 가정하고 이 가정으로부터 C를 증명

하는 것이다픮 그래서 부분증명을 열고 이 부분증명의 가설인 라인 픳에 A를 두었다픮 라인 픴와

라인 픵를 어떻게 얻었는지는 주석을 보면 자명하다픮

마지막으로 라인 픶는 라인 픳에서 라인 픵에 이르는 부분증명을 전제로 취한다픮 부분증명을 전

제로 지정하려면 부분증명에 속하는 아무 라인이나 선택하여 그것의 클릭영역을 Shift-Right-Click

하면 된다픮 이 전제를 주석에서 나타낼 때 픳픬픵가 아닌 픳핻픵를 사용하였음에 주목하라픮 전자는

라인 픳과 라인 픵라는 두 논리식을 전제로 취한다는 의미이고 후자는 라인 픳픨부분증명의 가설픩

에서 라인 픵픨부분증명의 결론픩에 이르는 부̇분̇증̇명̇을̇ 전̇제̇로̇ 취̇한̇다̇는̇ 의̇미̇이다픮

이 추론단계에서 사용한 추론규칙은 →-도입이라고 부른다픮 이 추론규칙은 일반적으로 아래

의 함의가 성립하기 때문에 타당하다픮 픨실은 ⇔가 성립한다픮픩

픈, H � C ⇒ 픈 � H → C 픨픶픩

여기서 픈는 논리식의 집합이고 H는 가설픬 C는 결론이다픮 그림 픲픱의 라인 픶는

픈 픽 {A→ B,B → C}, H ≡ A, C ≡ C

픲픰



로 놓고 픨픶픩을 적용하여 얻은 것이다픮

부분증명의 가설 및 부분증명의 결론부에 있는 어떤 논리식이든 부분증명의 외부에서는 사

용할 수 없다는 것이 중요한데 이 이슈는 피치 증명 전체를 수형도로 보고 노드들의 집합에 적

당한 순서구조를 주는 방식으로 처리한다픮

수형도의 노드 위치 간의 순서 관계는 다음과 같이 정한다픮 논리도해도 수형도로 볼 수 있

었는데 피치증명 수형도와는 다음과 같은 중요한 차이가 있다픮

• 논리도해 수형도에서는 하나 혹은 그 이상의 라인이 모여 노드를 이루었는데 피치증명에
서 하나의 라인은 반드시 하나의 노드를 이룬다픮

• 피치증명에서는 라인뿐만 아니라 부분증명도 하나의 노드로 취급한다픮

7 Definition 피치 증명의 수형도에서 한노드픱은 노드픲 이전에 나온다픢픬 혹은 한노드픱 < 노드픲픢의

순서관계는 다음과 같이 정의한다픮

픨i픩 같은 부모 노드를 가지는 형제 노드 간에는 라인 번호가 작을수록 이전에 나온 것으로 정

한다픮

픨ii픩 부모는 자녀보다 이전에 나온 것으로 정한다픮

픨iii픩 이 관계는 추이적이다픮 즉

픨노드픱 < 노드픲픩 핡핮핤 픨노드픲 < 노드픳픩 ⇒ 픨노드픱 < 노드픳픩

의 함의가 성립한다픮 ⊣

피치 증명에서 노드 간의 순서관계가 명확하게 정의되었으므로 이제 형식증명시스템에서 가

장 중요한 기호인 ⊢를 정의할 수 있게 되었다픮

8 Definition F를 하나의 피치 증명이라 하자픮 F의 가설픨hypothesis픩이란 이 증명에 들어있는

어떤 부분 증명의 가설부에 놓인 논리식픬 즉 주석이 hyp인 논리식을 말한다픮 F 내의 한 라인의

가설이란 F의 가설로서 그 라인의 이전에 위치한 것을 말한다픮 한 라인의 전제픨premise픩는 그

라인의 주석에 번호가 나타나 있는 라인픬 혹은 부분증명을 말한다픮

한 라인은 그것의 전제 픨들픩로부터 조금 후에 소개할 픱픲개의 추론규칙 중 어느 하나를 적용

하여 그 라인이 얻어질 때 입증픨verify픩되었다고 정의한다픮

F 내에서 입증된 라인은 그것의 전제가 모두 F 내에서 증명되어 있을 때면이 F 내에서 증명

되었다픨proved in F픩고 재̇귀̇적̇으̇로̇ 정의한다픮 증명된 라인에 논리식 A가 있고픬 그 라인의 모든

가설들의 집합을 픈라 했을 때 A는 픈로부터 증명된다픨A is proved from 픈픩픬 혹은 픈는 A를 증명한

다픨픈 proves A픩고 말하고 기호로는

픈 ⊢ A

로 나타내고 한픈 아 A픢픬 혹은 한픈 핰핲핯핶핥핳 A픢로 읽는다픮 ⊢는 증명관계픨proof relation픩라고 한다픮

피치 증명 픨핆합해핣함 핐핲핯핯핦픩은 피치 도출과정픨Fitch derivation픩이라고도 한다픮 ⊣

9 Definition 어떤 형식증명시스템에서

픈 ⊢ A ⇒ 픈 � A 픨픷픩

픲픱



가 성립할 때 이 증명시스템을 건전픨sound픩하다고 말하고픬 역으로

픈 � A ⇒ 픈 ⊢ A 픨픸픩

가 성립할 때 이 증명시스템을 완전픨complete픩하다고 말한다픮 ⊣

피치 시스템은 건전하고 또한 완전하다픮

위의 픨픷픩과 픨픸픩에 의하여 이제 픲픰쪽의 픨픶픩은 다음과 같이 쓸 수 있다픮

픈, H ⊢ C ⇒ 픈 ⊢ H → C 픨픹픩

픨픹픩는 연역정리픨deduction theorem픩라고 하는픬 간단하지만 대단히 중요한 논리학의 정리이다픮

10 Exercise 아래의 증명에서 픵번 라인의 주석을 보라픮

그림 픲픲픺 → 도입의 잘못된 적용

픱. hyp

픲. A hyp

픳. B hyp

픴. A ∧ B X ∧도입 2,3

✄ 픵. A → A ∧ B x → 도입 2-4

픵번 라인의 전제는 부분증명 픲핻픴이며픬 이 부분증명의 가설은 A이고 마지막 라인은 A ∧ B
이다픮 그래서 → 도입에 의하여 A→ A∧B를 얻은 것이다픮 입증에 실패한 이유가 무엇일까 픿 ⊣

지금까지 우리가 사용한 추론규칙은 → 소거와 ∧ 도입 및 → 도입 등 픳개 뿐이었는데픬 피치

시스템에서는 모든 픶 개의 결합자 ¬,∧,∨,→,↔,⊥ 각각에 대하여 도입과 소거 규칙이 있어 총
픱픲개의 추론규칙을 사용한다픮 피치에서 사용하는 픱픲개의 추론규칙은 표 픵와 같다픮 이 표에서

A ⊢ B는 A를 가설로 하고 B를 결론으로 하는 부분증명을 뜻한다픮

이 표의 각 추론규칙에서 수평선 위에 나타나는 논리식과 부분증명은 전제 픨핰핲핥항합핳핥픩픬 수평선

아래에 나타나는 논리식은 결론 픨핣핯핮핣핬핵핳합핯핮픩이며 전제 노드들은 모두 결론 노드 이전에 나와야

한다픮 단픬 전제 노드 간의 순서관계는 어떻게 되든 상관없다픮

A

¬A
⊥ 도입

⊥

⊥
⊥ 소거

A

이상의 픱픲개의 추론규칙들이픬 예를 들어 ∧ 도입 규칙 {A,B} � A ∧B이 건전함 픨타당함픩은

진리표에 의해서 확인된다픮 여기서 문제가 될 수 있는 것은 전제에 부분증명이 사용된 경우들

인데픬 이 경우에는

A ⊢ B ⇒ A � B ⇔ � A→ B

로부터 타당성을 보장받을 수 있다픮 위에서 오른쪽의 ⇔는 이미 몇 번 언급한 보조정리 픳픮픨픲픩에

의하여 성립하며픬 왼쪽의 ⇒는 귀납가설 픨합핮핤핵핣해합핯핮 함핹핰핯해함핥핳합핳픩이다픮 귀납법을 사용할 수 있음은

피치 증명의 재귀적 구조에 의한다픮

픲픲



표 픵픺 핆합해핣함 증명시스템의 추론 규칙

A ⊢ ⊥
¬ 도입

¬A
¬A ⊢ ⊥

¬ 소거
A

A

B
∧ 도입

A ∧B

A ∧B 픬
A

A ∧B
∧ 소거

B

A 픬
A ∨B

B
∨ 도입

A ∨B

A ∨B
A ⊢ C
B ⊢ C

∨ 소거
C

A ⊢ B
→ 도입

A→ B

A→ B

A
→ 소거

B

A ⊢ B
B ⊢ A

↔ 도입
A↔ B

A↔ B

A 픬
B

A↔ B

B
↔ 소거

A

Proofmood에는 증명의 편의와 효율을 위하여 아래와 같은 픲개의 규칙을 더 추가 구현되어

있다픮

A
반복

A
배중률

A ∨ ¬A
이 두 규칙이 타당함은 자명하다픮

아래의 귀결 관계를 피치를 사용하여 증명해 보자픮†

A→ B � A ∧ C → B ∧ C 픨픱픰픩

먼저 다음과 같이 가설과 결론을 넣는다픮

픱. A → B hyp

✄ 픲. A ∧ C → B ∧ C Rule ?

결론 A∧C → B ∧C의 주결합자가 →이므로 → 도입을 사용해야 할 것이다픮 포커스가 픲번

라인에 있는 상태에서 [부분증명 끼워넣기]를 클릭하여 다음과 같이 만든다픮

픱. A → B hyp

픲. A ∧ C hyp

✄ 픳. B ∧ C Rule ?

픴. A ∧ C → B ∧ C Rule ?

†피치를 사용하여 Φ � A를 증명한다는 것은 Φ ⊢ A의 도출과정을 만들어 낸다는 뜻이다.

픲픳



픳번 라인의 주결합자가 ∧이므로 ∧ 도입을 사용하는 것이 당연하다픮 그러므로 픳번 라인에

포커스가 놓인 상태에서 [줄 끼워넣기]를 클릭한 후 두 라인을 넣어 다음과 같이 만든다픮

픱. A → B hyp

픲. A ∧ C hyp

픳. B Rule ?

✄ 픴. C Rule ?

픵. B ∧ C Rule ?

픶. A ∧ C → B ∧ C Rule ?

C픨라인 픴픩는 A ∧ C픨라인 픲픩에 ∧ 소거를 적용하면 나올 것이다픮 B픨라인 픳픩는 A→ B픨라인

픱픩와 A에 → 소거를 적용하여 얻으면 될 것인데픬 A는 아직 도출과정 내에 없지만 라인 픲에 ∧
소거를 적용하면 쉽게 얻어진다픮 그러므로 결국 다음과 같은 증명을 완성하게 된다픮

픱. A → B hyp

픲. A ∧ C hyp

픳. A X ∧소거 2

픴. B X → 소거 1,3

픵. C X ∧소거 2

픶. B ∧ C X ∧도입 4,5

✄ 픷. A ∧ C → B ∧ C X → 도입 2-6

이 증명을 구성하는 과정에서 피치 커맨드들을 어느 정도 익숙하게 사용하게 되었을 것이다픮

단픬 전제 지정을 하다가 실수하여 다른 라인 번호가 전제로 주석에 지정되었을 때는 그 라인을

다시 한 번 Right Click 하면 그 번호가 주석에서 토글되어 사라진다는 것을 알고 있어야 할 것

이다픮

그런데 피치 커맨드들 중에 [부분증명 끝내기]와 [첫 결론 끼워넣기]는 어떤 상황에서 사용하는

것인지 알기 힘들 수 있다픮 전자는 다음 그림의 왼쪽 상황에서 오른쪽 상황을 만들 때 쓰인다픮

픱. A → B hyp

픲. A ∧ C hyp

✄ 픳. B ∧ C Rule ?

픱. A → B hyp

픲. A ∧ C hyp

픳. B ∧ C Rule ?

✄ 픴. Rule ?

후자 픨[첫 결론 끼워넣기]픩는 다음 그림의 왼쪽 상황에서 오른쪽 상황을 만들 때 쓰인다픮

✄ 픱. A → B hyp

픲. A ∧ C hyp

픳. B ∧ C Rule ?

픱. A → B hyp

✄ 픲. Rule ?

픳. A ∧ C hyp

픴. B ∧ C Rule ?

전자와 후자 모두 포커스의 위치에 각별히 주목해야 할 것이다픮

이번에는 아래의 귀결 관계를 피치를 사용하여 증명해 보자픮

A→ B � A ∨ C → B ∨ C 픨픱픱픩
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픨픱픱픩은 픨픱픰픩과 비슷하므로 피치 증명도 아까와 같이 시작하면 된다픮

픱. A → B hyp

픲. A ∨ C hyp

픳. B ∨ C Rule ?

✄ 픴. A ∨ C → B ∨ C X → 도입 2-3

그런데 여기서 B ∨C픨라인 픳픩을 증명하기 위하여 이 논리식의 주결합자인 ∨에 주목하여 ∨
도입을 사용하려 한다면 잘 되지 않는다픮 왜냐하면 ∨ 도입을 사용하여 B ∨ C를 얻으려면 위하
여는 그 전에 B픬 혹은 C를 얻어야 하는데 이들은 B ∨ C 보다 더 할강한픧 논리식이기 때문이다픮

여기서 발상을 전환하여 A∨C픨라인 픲픩를 가설로 이용하여 B ∨C픨라인 픳픩을 얻으려면 어떤

추론규칙을 써야 하겠는지를 생각해 보라픮 라인 픲의 주결합자가 ∨이므로 ∨ 소거를 사용해야
한다는 것을 쉽게 떠 올릴 수 있을 것이다픮 그러므로 일단 다음과 같은 그림을 얻는다픮

픱. A → B hyp

픲. A ∨ C hyp

픳. A hyp

픴. B ∨ C Rule ?

픵. C hyp

픶. B ∨ C Rule ?

✄ 픷. B ∨ C X ∨소거 2,3-4,5-6

픸. A ∨ C → B ∨ C X → 도입 2-7

픨라인 픶픩을 픨라인 픵픩에서 얻기는 쉽다픮 ∨ 도입을 쓰면 된다픮 픨라인 픴픩를 픨라인 픳픩으로부터 얻는

것은 약간 더 까다롭지만 픨라인 픱픩과 픨라인 픳픩에 → 소거를 적용하여 B를 얻은 다음 다시 ∨
도입을 써서 픨라인 픴픩를 얻는 것을 어렵지 않게 마음 속에 그릴 수 있을 것이다픮 이하는 생략

한다픮

앞의 증명은 부분증명 내에 다시 부분증명들이 들어 있는 구조를 가진다픮 이 증명의 높이는

픳단이다픮 복잡한 피치 증명은 높이가 픴단픬 혹은 픵단까지 올라가기도 하나 그 이상으로 올라가는

경우는 거의 없다픮

높이가 높은픬 복잡한 피치 증명에서 현재 포커스 된 라인이 어떤 부분증명에 속해있는지를

파악하는 것은 그 부분증명의 왼편에 있는 픨⊢ 모양의픩 기준선이 핑크색으로 강조되어 있으므로

아주 수월하다픮 예를 들어 부분증명을 [부분증명 삭제] 커맨드로 삭제할 경우 기준선의 색깔만

주목하면 실수로 엉뚱한 다른 부분증명을 삭제해 버릴 위험은 크지 않을 것이다픮

배중률픨law of excluded middle, LEM 픩픬 즉 ⊢ A∨¬A는 피치 시스템의 픱픲개 기본 추론규칙들

만 사용하여 증명하기가 상당히 까다롭다픮 그림 픲픳에 풀이를 주었으니 깊이 음미해 보기 바란다픮

이 배중률 증명에서 사용된 기법은 드모르강의 법칙의 증명 등 여러 곳에서 유용하게 쓰인다픮

배중률은 원래 피치의 추론규칙에는 들어 있지 않다픮 그러나 이 규칙은 Proofmood에 구현해

두었다픮 그러므로 일단 배중률 추론규칙을 써서 피치 증명을 얻은 후에 그 배중률 라인을 그림

픲픳을 이용하여 다시 직접 증명하면 배중률 규칙을 쓰지 않은 증명을 얻게 된다픮
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그림 픲픳픺 배중률

픱. hyp

픲. ¬픨A ∨ ¬A픩 hyp

픳. A hyp

픴. A ∨ ¬A X ∨도입 3

픵. ⊥ X ⊥도입 2,4

픶. ¬A X ¬도입 3-5

픷. A ∨ ¬A X ∨도입 6

픸. ⊥ X ⊥도입 2,7

✄ 픹. A ∨ ¬A X ¬소거 2-8

11 Exercise 반복도 배중률과 같이 원래의 피치 시스템에는 들어 있지 않지만 피치 시스템에

서 증명이 가능하다픮 반복의 증명을 찾아 보라픮 ⊣

5 피치 증명시스템, 1계논리

5.1 왜 1계논리인가 ?

대단히 유명한 추론 하나를 아래에 보였다픮

픨H1픩 모든 인간은 죽는다픮

픨H2픩 소크라테스는 인간이다픮 픨픱픲픩

픨C픩 그러므로 소크라테스는 죽는다픮

이 추론이 타당한 이유를 흔히 다음과 같이 설명한다픮

인간을 h픬 죽음을 m픬 소크라테스를 s로 나타내고 이 추론을 아래와 같이 기호화 한

다픮

픨H1픩 h→ m

픨H2픩 s→ h

픨C픩 s→ m

그리고 논리적 귀결관계 h → m, s → h � s → m이 성립함을 진리표나 논리도해픬

혹은 피치 시스템 등의 적당한 방법으로 보인다픮

이 추론은 실상 첫 시작인 기호화 단계에서 이미 옳지 않다픮 논리식은 명제를 기호화 한 것이고

명제는 진위를 분별할 수 있는 문장이라고 하였다픮 진위를 분별할 수 있는 문장은 평서문이어야

할 것이고 이러한 평서문에서 주어와 술어는 생략할 수 없는픬 반드시 존재해야 하는 구성요소

이다픮 한모든 인간은 죽는다픮픢라는 명제에서 주어는 한인간픢이고 술어는 한죽는다픢가 되어야 할

것이며 한모든픢은 주어를 수식하는 한정사픨determiner픩이다픮 이 명제를 단순히 한인간 → 죽음픢

으로 기호화 하면 다음과 같은 문제에 봉착한다픮
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결합자는 기존의 논리식픨들픩을 결합하여 새로운 논리식을 만들어 주는 것이므로 결합자의

앞인자와 뒤인자는 논리식이어야 한다픮 따라서 앞인자 한인간픢과 뒤인자 한죽음픢이 각각 명제이

어야 할 것인데픬 앞서 말했듯이 명제는 주어와 술어를 가져야 한다픮 그러나 한인간픢이나 한죽음픢

이라는 단어들을 각각 주어와 술어로 분해할 수 없음은 명백하다픮

그렇다면 추론 픨픱픲픩를 기호화 하려면 어떻게 해야 할까 픿

한죽는다픢는 술어 픨핰핲핥핤합핣핡해핥픩이고 한인간픢은 주어이니 한인간은 죽는다픢를 m픨h픩로 나타내는

것도 하나의 방법이 되겠다픮 그런데 이러한 기호화에는 두 개의 문제점이 있다픮 하나는 한모든픢

이라는 한정사는 어디로 갔느냐는 것이다픮 다른 하나는 인간은 인류 전체를 나타내는 단어이지

개체픨합핮핤합핶합핤핵핡핬픩가 아니므로 주어이기 보다는 술어에 가깝게 보인다는 것이다픮 실제로 소전제

픨H2픩픺 한소크라테스는 인간이다픮픢에서 한인간픢은 술어로 기능하고 있다픮

한죽는다픢와 한인간임픢을 각각 술어 m과 h로 보고 한소크라테스픢를 주어 역할을 하는 개체

s로 본다면 소전제 픨H2픩는 h픨s픩픬 결론 픨C픩는 m픨s픩로 쓰면 될 것이다픮 문제는 대전제 픨H1픩인데

이것은 변수의 개념을 도입하여

픨H1픩픺 모든 x에 대해서픬 x가 인간이면 x는 죽는다픮

로 쓰면 될 것이다픮 모든 x에 대해서를 기호 ∀x로 나타내기로 하면 이제 픨H1픩은

∀x픨h픨x픩 → m픨x픩픩 픨픱픳픩

로 기호화 하여 나타낼 수 있다픮

픨픱픳픩의 x는 임의의 개체일 수 있으므로 여기에 소크라테스 s를 대입하면

h픨s픩 → m픨s픩 픨픱픴픩

을 얻는다픮

우리는 픨픱픴픩에 더하여 소전제 h픨s픩를 가지고 있으므로 논리적 귀결관계

h픨s픩 → m픨s픩, h픨s픩 � m픨s픩

로부터 우리가 원하던 결론 m픨s픩를 얻는다픮 이상의 논의를 피치 시스템에 구현하면 그림 픲픴와

같다픮

그림 픲픴픺 소크라테스의 죽음 픺 피치 증명 픱

픱. ∀x픨Human픨x픩 → Mortal픨x픩픩 hyp

픲. Human픨cSocrates픩 hyp

픳. Human픨cSocrates픩 → Mortal픨cSocrates픩 X ∀소거 1

✄ 픴. Mortal픨cSocrates픩 X 명논귀결 2,3

여기서 술어 한인간임픢과 한죽는다픢는 각각 픱항픭술어기호 Human( )과 Mortal( )로픬 그리고

한소크라테스픢라는 개체는 상수기호 cScorates로 나타내었다픮

이제까지 추론 픨픱픲픩를 픱계논리로 기호화 하여 증명하는 과정을 보였는데 이것이 유일한 방

법인 것은 아니다픮 추론 픨픱픲픩의 또 하나의 피치 증명을 그림 픲픵에 보였다픮

그림 픲픴와 그림 픲픵의 주석에 나타난 추론규칙에 대해서는 나중에 상세하게 설명할 것이다픮
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그림 픲픵픺 소크라테스의 죽음 픺 피치 증명 픲

픱. ∀x픨Human픨x픩 → Mortal픨x픩픩 hyp

픲. ∀x픨픨x 픽 cSocrates픩 → Human픨x픩픩 hyp

픳. {x} hyp

픴. Human픨x픩 → Mortal픨x픩 X ∀소거 1

픵. 픨x 픽 cSocrates픩 → Human픨x픩 X ∀소거 2

픶. 픨x 픽 cSocrates픩 → Mortal픨x픩 X 명논귀결 4,5

✄ 픷. ∀x픨픨x 픽 cSocrates픩 → Mortal픨x픩픩 X ∀도입 3-6

명제논리는 명제를 기호화 하여 엄격한 추론을 하는 데 있어 가장 기본이 되는 중요한 논리

체계이다픮 그러나 방금 소크라테스 추론의 예에서 보았듯이 명제논리만 가지고는 명제를 충분히

세밀하게 기호화 하기에 부족하다픮

픱계논리픨플핲핳해픭핯핲핤핥핲 핬핯핧합핣픩는 명제의 기본적인 구성요소인 술어와 한정사를 비롯한 다양한

구문요소들을 추가하여 더욱 풍부한 형식언어 체계를 제공한다픮 물론 픱계논리도 인간의 모든

사상과 감정을 나타내기에는 대단히 부족하지만 수학을 표현하는 데는 충분한 것으로 널리 인

식되고 있다픮

5.2 1계논리식의 구문과 의미

명제논리에서는 명제문자와 결합자픬 그리고 괄호만 가지고 모든 논리식을 만들었는데픬 픱계논리

에서는 더 다양한 종류의 기호들을 사용한다픮

x 픫 픳 픽 픵와 같은 방정식을 위해서는 변수 x와 등호픨equality픩 픽가 필요하다픮 x는 그것의

값 픨핶핡핬핵핥픩으로 자연수의 집합 N의 원소인 개체픨individual픩를 취하게 되므로 개체변수픨individual

variable픩라고 부른다픮†

x픫 x < x · x픫 픱와 같은 부등식을 위해서는 술어기호픨predicate symbol픩 <가 필요하다픮

그리고 한모든 x에 대해서 x픫 픱 픽 픱 픫 x이다픮픢와 같은 항등식을 간단히

∀x픨x픫 픱 픽 픱 픫 x픩

로 나타내기 위하여 전칭한정기호픨universal quantifier픩 ∀이 필요하다픮

한방정식 x 픫 픶 픽 x · x의 해가 존재한다픮픢라는 명제는 한어떤 x가 존재하여 x 픫 픶 픽 x · x가
성립한다픮픢로 쓸 수 있을 것인데 이를 간단하게

∃x픨x픫 픶 픽 x · x픩

로 나타내기 위하여 존재한정기호픨existential quantifier픩 ∃가 필요하다픮

마지막으로 이미 얻은 논리식을 결합하여 새로운 논리식을 만들어 내는 데 사용되는 결합자픨con-

nective픩가 필요함은 명제논리의 경우와 같다픮

그리고 f픨x, y픩 픽 x · x 픫 y 같은 표현에서 괄호 픨, 픩와 쉼표 픬가 사용되었는데픬 이들은 어떤

수학적·논리적인 의미를 가지고 있는 기호가 아니라 읽기의 편의나 다른 기호들의 위치관계 지
정을 위한 보조기호픨auxiliary symbol픩이다픮

†개체변수는 흔히 변수기호(variable symbol)라고도 한다.
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12 Definition 픱계논리의 알파벳픨alphabet픩픬 즉 픱계논리식에서 사용되는 기호 전체의 집합 픆

는 다음과 같이 정의된다픮

픆 픽 술어기호 ∪함수기호 ∪ 상수기호 ∪ 개체변수 ∪

한정기호 ∪ 등호 ∪ 결합자 ∪ 보조기호

술어기호픺 {A,B, P,Q,<,≤,≈, . . .}

함수기호픺 {f, g,픫,−, ·,÷ . . .}

상수기호픺 {c, d, 픰, 픱, . . .}

개체변수픺 {x, y, i, j, . . .}

한정기호픺 {∀,∃}

등호픺 {픽}

결합자픺 {¬,∧,∨,→,↔,⊥}

보조기호픺 {픨, 픩, , }

우리는 여기서 픱계언어 알파벳의 클래스 픨핣핬핡핳핳픩를 정의한 것이다픮 술어기호와 함수기호 및 상수

기호는 언어에 따라 달라질 수 있으며 이들을 논리외적 기호픨extralogical symbol픩라고 부른다픮 결

합자픬 개체변수픬 한정기호와 등호는 모든 픱계언어에 공통이며 이들을 논리적 기호픨logical symbol픩

라고 부른다픮 ⊣

명제논리에서는 기호들을 결합하여 논리식을 만든다픮 픱계논리에서는 논리식 외에도 논리항

이라는 개념이 있다픮 예를 들어 x 픫 y 같은 표현은 논리항이다픮 이것은 어떤 값을 의미하고자

하는데 그 값은 진리값이 아니다픮 x픫 y 픽 픲와 같은 표현은 논리식이다픮 이 논리식에서는 술어

기호로 픽을 사용하고 있다픮

13 Definition 픱계논리의 논리항픨term픩은 다음과 같이 재귀적으로 정의되는 문자열이다픮

픨i픩 상수기호와 개체변수는 그 자체로 논리항이다픮 이런 논리항을 원자논리항픨atomic term픩이

라고 부른다픮

픨ii픩 f가 앞에쓰기 n항픭함수기호이고 t1, . . . , tn이 논리항이면 f픨t1, . . . , tn픩도 논리항이다픮 f

가 가운데쓰기 함수기호일 때는 픨t1 f t2픩가 논리항이며픬 f가 뒤에쓰기 함수기호일 때는

픨t1 f픩가 논리항이다픮 이렇게 얻은 논리항들을 합성논리항픨compound term픩이라고 부른다픮

합성논리항 t
def≡ f픨t1, . . . , tn픩을 구성하는 ti들을 t의 부분논리항픨subterm픩이라 한다픮†

픨iii픩 모든 논리항들은 위의 두 규칙들을 반복적용하여 얻어진다픮 ⊣

14 Definition 픱계논리의 논리식픨formula픩은 다음과 같이 재귀적으로 정의되는 문자열이다픮

픨i픩 P 가 n항픭술어기호이고 t1, . . . , tn이 논리항이면 P 픨t1, . . . , tn픩는 논리식이다픮 단픬 n 픽 픰일

때는 P 는 그 자체로 논리식이다픮

이렇게 얻어지는 논리식을 원자논리식픨atomic formula픩부른다픮 P 가 가운데쓰기픬 혹은

†부분논리항 관계는 추이적이 되도록 확장시켜 적용한다.

픲픹



뒤에쓰기 술어기호일 때의 원자논리식은 각각 픨t1 P t2픩 및 픨t1 P 픩와 같이 정의된다픮 등호

할픽픧는 가운데쓰기 픲항픭기호이다픮

픨ii픩 논리식들은 명제논리에서와 같은 방법으로 결합자로 결합되어 새로운 논리식을 이룬다픮

픨iii픩 x가 개체변수이고 α가 논리식이면 ∀xα와 ∃xα는 논리식이다픮

픨iv픩 모든 논리식들은 위의 픳 규칙들을 반복적용하여 얻어진다픮 원자논리식이 아닌 논리식을

합성논리식픨compound formula픩이라고 부른다픮

픨v픩 부분논리식픨subformula픩에 대한 당연한 정의는 생략한다픮 ⊣

명제논리에서 괄호를 생략하기 위하여 결합자 간의 우선순위를 사용하였듯이 픱계논리에서도

결합자픬 한정사픬 함수기호픬 술어기호 간의 우선순위픨priority픩를 사용한다픮

• 함수기호와 술어기호가 앞에쓰기로 사용될 때는 괄호와 함께 사용되므로 가장 높은 우선
순위를 가진다픮 다만 할−픧가 픱항픭함수기호로 쓰일 때는 뒤에쓰기 함수기호보다 낮은 우선순

위를 가진다픮 예를 들어 f픨x, y픩′은 픨f픨x, y픩픩′을 뜻하며 −픨x픫 y픩′은 −픨픨x픫 y픩′픩을 뜻한다픮

• 뒤에쓰기 함수기호는 가운데쓰기 함수기호보다 높은 우선순위를 가진다픮

• 가운데쓰기 함수기호는 가운데쓰기 술어기호보다 높은 우선순위를 가진다픮 예를 들어 x픫

y < z는 픨x픫 y픩 < z를 뜻한다픮 픨실은 x픫 픨y < z픩는 문법에 어긋나므로 우선순위 논의의

대상이 되지 못한다픮픩

• 가운데쓰기 술어기호는 결합자나 한정사보다 높은 우선순위를 가진다픮 예를 들어 x < y →
x ≤ y는 픨x < y픩 → 픨x ≤ y픩를 뜻한다픮 픨실은 x < 픨y → x픩 ≤ y 등은 문법에 어긋나므로

우선순위 논의의 대상이 되지 못한다픮픩

• 한정사와 결합자들은 다음과 같은 우선순위를 가진다픮

픨픱픩 ∀x,∃y,¬ 픺 높음

픨픲픩 ∧,∨ 픺 중간

픨픳픩 →,↔ 픺 낮음

예를 들어 ∀xA픨x픩 ∧B픨x픩는 ∀x 픨A픨x픩 ∧B픨x픩픩가 아니라 픨∀xA픨x픩픩 ∧B픨x픩를 뜻한다픮

픱계논리에서 자유변수픨핦핲핥핥 핶핡핲합핡핢핬핥픩와 묶인변수픨핢핯핵핮핤 핶핡핲합핡핢핬핥픩의 개념은 대단히 중요하다픮

아래의 논리식을 생각해 보자픮

픨x ≥ 픲픩 ∧ ∀y∀z
(
픨y · z 픽 x픩 → 픨y 픽 픱 ∨ z 픽 픱픩

)
픨픱픵픩

픨픱픵픩는 정수의 영역에서 한x는 소수이다픮픢라는 할명제픧를 픱계논리식으로 나타낸 것이다픮 그런데

무릇 명제란 진위를 판별할 수 있는 것이라 하였다픮 그렇다면 픨픱픵픩는 참인가 거짓인가 픿

이 물음에 대한 대답은 간단하다픮 픨픱픵픩는 x가 소수일 때는 참이고 소수가 아닐 때는 거짓이

다픮 즉 픨픱픵픩의 진위는 x의 값이 어떻게 주어지느냐에 따라 달라진다픮

픳픰



픨픱픵픩에 나타나는 변수에는 x 외에도 y와 z가 있다픮 그런데 픨픱픵픩의 진위는 y나 z의 값이

어떻게 주어지느냐에 따라 달라지지 않는다픮 좀 더 정확히 말하자면 y나 z에 값을 준다는 것

자체가 의미가 없다픮

x와 같이 한정기호에 묶여 있지 않아 값을 자유로이 배정픨핡핳핳합핧핮픩할 수 있는 변수를 자유변

수라 하고 y나 z와 같이 한정기호에 묶여 있는 변수를 묶인변수라 한다픮

15 Definition 논리식 α의 자유변수픨free variable픩들의 집합 핆핖픨α픩는 다음과 같이 재귀적으

로 정의한다픮

픨i픩 α가 원자논리식일 때는 핆핖픨α픩는 α에 나타나는 모든 변수들의 집합이다픮

픨ii픩 α ≡ ¬β일 때는 핆핖픨α픩 픽 핆핖픨β픩이다픮

픨iii픩 α ≡ β ∧ γ픬 β ∨ γ픬 β → γ픬 혹은 β ↔ γ일 때는 핆핖픨α픩 픽 핆핖픨β픩 ∪ 핆핖픨γ픩이다픮

픨iv픩 핆핖픨⊥픩 픽 ∅이다픮

픨v픩 α ≡ ∀xβ픬 혹은 α ≡ ∃xβ일 때는 핆핖픨α픩 픽 핆핖픨β픩− {x}이다픮

변수 x가 핆핖픨α픩의 원소일 때면이 x는 α에서 자유변수로 나타난다고 하고픬 x가 α에 나타나

되 자유로이 나타나지 않을 때 x는 α의 묶인변수픨bound variable픩이다픬 혹은 α에서 묶인변수로

나타난다고 한다픮 자유변수를 하나도 갖지 않은 논리식을 픱계문장픨first-order sentence픩이라고

한다픮 ⊣

하나의 변수 x가 하나의 논리식 내에서 자유변수인 동시에 묶인변수일 수 있다픮 예를 들어

논리식 ∀xA픨x픩 → A픨y픩 ∧ ∀zB픨z, x픩에서 x는 자유변수인 동시에 묶인변수이고픬 y는 자유변수

이며 z는 묶인변수이다픮

피치 시스템에서 픱계논리의 기호를 사용할 때는 그것이 술어기호픬 함수기호픬 결합자 등 여러

종류 중 어느 것인지를 지정해 주어야 하는 것이 원칙이다픮 명제논리에서는 기호가 명제문자와

결합자의 두 종류밖에 없었으므로 특별히 언급하지 않았는데픬 실은 명제문자는 영문 소문자 혹

은 대문자로 시작하고 이어서 영문 소문자픬 대문자픬 숫자픨픰픬픱픬픮픮픮픬픹픩 및 밑줄픨핵핮핤핥핲핳핣핯핲핥픩을 픰개

이상 덧붙여 만든 문자열이며픬 결합자는 ¬,∧,∨,→,↔ 및 ⊥ 중 어느 하나로 이루어진 길이 픱의

문자열인 것으로 정하여 사용해왔다픮

픱계논리에는 사용하는 기호의 종류가 많으므로 명제논리 때보다는 조금 더 상세하게 기술

하도록 하겠다픮

• 술어기호 픺 대문자로 시작하고 이어서 소문자픯대문자픬 숫자 및 밑줄을 픰개 이상 덧붙인다픮

혹은 특수기호 픽픬 ̸픽픬 <픬 ≤픬 >픬 ≥픬 ≡픬 ≈픬 ∈픬 ̸∈ 및 ⊆을 가운데쓰기 픲항기호로 사용한다픮

가운데쓰기 술어기호들의 우선순위는 모두 동일하다픮

x 픽 y < z ∈ w와 같은 표현은 허용되며 이는 픨x 픽 y픩 ∧ 픨y < z픩 ∧ 픨z ∈ w픩를 뜻한다픮

이런 표현을 연속 픲항술어기호문이라고 한다픮 연속 픲항술어기호문 중 특별히 t1 픽 t2 픽 t3

형태의 논리식을 픳등식이라고 한다픮

• 함수기호 픺 f픬 g픬 h 중 어느 하나로 시작하고 이어서 소문자픯대문자픬 숫자 및 밑줄을 픰개

이상 덧붙인다픮 혹은 영문 소문자만으로 이루어진 길이 픲 이상의 문자열이다픮 혹은 특수

기호 픫픬 −픬 /픬 ·픬 ∩픬 ∪을 가운데쓰기 픲항기호로 사용한다픮 또한 ′는 뒤에쓰기 픱항기호로

픳픱



사용한다픮 ·와 /의 우선순위는 나머지 가운데쓰기 함수기호들의 우선순위보다 높다픮

우선순위가 같은 가운데쓰기 픲항픭함수기호가 연달아 쓰이면 왼쪽결합픨left association픩

이 사용된 것으로 간주한다픮 예를 들어 x · y/z는 픨x · y픩/z를 뜻하고픬 x · y · z 는 픨x · y픩 · z
를 뜻한다픮

• 상수기호 픺 ⑴ a픬 b픬 c픬 d픬 e 중 어느 하나로 시작하고 ① 대문자픬 혹은 밑줄을 픱개 사용 후

소문자픯대문자픬 숫자 및 밑줄을 픰개 이상 덧붙이거나픬 혹은 ② 숫자만 픰개 이상 덧붙인다픮

혹은 ⑵ 숫자만으로 이루어진 길이 픱 이상의 문자열이다픮 또한 특수기호 ∅도 상수기호로
사용할 수 있다픮

• 개체변수 픺 i～m픬 u～z로 시작하고 숫자를 픰개 이상 덧붙인다픮

5.3 명제논리적 귀결

명제논리의 추론규칙은 각 결합자마다 도입규칙과 소거규칙이 있어 모두 픱픲개로 구성됨을 배웠

다픮 픱계논리는 명제논리를 확장한 논리체계라고 볼 수 있으므로 명제논리의 추론규칙 픱픲개 모

두를 사용하고픬 여기에 추가하여 새로운 요소인 한정기호 픨전칭과 존재의 픲개픩와 등호에 대하여

각각 도입규칙과 소거규칙이 필요할 것으로 짐작되며픬 실제로 이 픶개의 추론규칙을 추가하면

완전한 픨핣핯항핰핬핥해핥픩 픱계논리 증명시스템이 이루어지게 된다픮

그렇다면 픱계논리의 추론규칙의 개수는 픱픲개 픫 픶개 픽 픱픸개가 되는데 이를 모두 그대로 사

용하는 것은 썩 효율적이지 못하다픮 우리는 증명의 효율성을 위하여 명제논리에서의 추론규칙

픱픲개를 단 하나의 규칙픬 명논귀결픨명제논리적 귀결픬 tautological consequence픩로 대체하여 사용

한다픮 아래에 명논귀결의 사용 예를 보였다픮

픮픮픮

픲. ∀x A픨x픩 → 픨∃x B픨x픩 ↔ C픩 Rule ?

픳. ¬C Rule ?

픴. ∃x B픨x픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픶. ¬∀x A픨x픩 X 명논귀결 2,3,4

그러니까 ∀x A픨x픩 def≡ p픬 ∃x B픨x픩 def≡ q와 C
def≡ r를 각각 하나의 명제문자로 보면 명제논리적

귀결관계

p→ 픨q ↔ r픩, ¬r, q �PL ¬p

가 성립하며픬 Proofmood의 명논귀결은 이를 추론규칙으로 구현하고 있다는 것이다픮 또한 부분

증명과 연속 픲항술어기호문도 아래의 예에서 보듯이 제대로 처리한다픮

픮픮픮

픲. a < b < c Rule ?

픳. b < c hyp

픮픮픮

픵. ϕ Rule ?

✄ 픶. ϕ X 명논귀결 2,3-5
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5.4 한정사의 도입과 소거

추론규칙 ∀ 소거를 그림 픲픶에 보였다픮

그림 픲픶픺 ∀ 소거 추론규칙

픮픮픮

픲. ∀x ϕ픨x픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픴. ϕ픨t픩 X ∀소거 2

단픬 여기서 t는 x를 치환가능해야 하며 ϕ픨t픩
def≡ ϕ픨t/x픩이다픮 그리고 t와 ϕ는 각각 논리항과

논리식을 나타내는 메타기호이다픮 아래의 그림에 ∀ 소거의 적용이 불가능한 예와 가능한 예를
각각 하나씩 보였다픮

픮픮픮

픲. ∀x∃y A픨x, y픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픴. ∃y A픨y, y픩 x ∀소거 2

픮픮픮

픲. ∀x∃z A픨x, y픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픴. ∃z A픨y, y픩 X ∀소거 2

∀ 소거 규칙의 타당성에 대해서는 앞서 여러 번 언급되었으므로 더 이상의 설명은 생략한다픮

그러면 이제 ∀ 소거 규칙을 형식 증명에서 사용한 예를 알아 보자픮 아주 간단한 예는 픲픷쪽에

나와 있는 그림 픲픴의 라인 픳에서 찾아볼 수 있으며 이것보다 조금 더 현실적인 예를 아래의

그림에 보였다픮

그림 픲픷픺 ∀ 소거 추론규칙의 적용 예

픱. ∀x∀y 픨x픫 y ≥ 2 · sqrt픨x · y픩픩 hyp

픲. ∀x 픨sqrt픨frac픨1, x픩 · x픩 픽 1픩 hyp

픳. 2 · 1 픽 2 hyp

픴. ∀y 픨frac픨1, z · z픫 1픩 픫 y ≥ 2 · sqrt픨frac픨1, z · z픫 1픩 · y픩픩 X ∀소거 1

픵. frac픨1, z · z픫 1픩 픫 픨z · z픫 1픩 ≥ 2 · sqrt픨frac픨1, z · z픫 1픩 · 픨z · z픫 1픩픩 X ∀소거 4

픶. sqrt픨frac픨1, z · z픫 1픩 · 픨z · z픫 1픩픩 픽 1 X ∀소거 2

픷. frac픨1, z · z픫 1픩 픫 픨z · z픫 1픩 ≥ 2 · 1 X = 소거 6,5

✄ 픸. frac픨1, z · z픫 1픩 픫 픨z · z픫 1픩 ≥ 2 X = 소거 3,7

라인 픴픬 픵픬 픶에서 ∀ 소거를 사용한 것을 볼 수 있으며픬 라인 픷과 픸에서 사용한 픽 소거 추론

규칙에 대해서는 조금 후에 설명할 것이다픮

추론규칙 ∀ 도입은 그림 픲픸과 픲픹에 보인 규칙이다픮 단픬 여기서 c와 x는 새̇로̇운̇ 기호이어야

그림 픲픸픺 ∀ 도입 추론규칙 픱

픮픮픮

픲. {c} hyp

픮픮픮

픴. ϕ픨c픩 Rule ?

✄ 픵. ∀x ϕ픨x픩 X ∀도입 2-4

픮픮픮

픲. {x} hyp

픮픮픮

픴. ϕ픨x픩 Rule ?

✄ 픵. ∀x ϕ픨x픩 X ∀도입 2-4

픳픳



하며 ϕ픨c픩
def≡ ϕ픨c/x픩이다픮 상수기호 c가 새롭다 함은 이 부분증명의 첫 라인의 이전 위치의

라인에 c가 사용된 적이 없다는 뜻이며픬 개체변수 x가 새롭다 함은 이 부분증명의 첫 라인의

이전 위치의 라인에 x가 자̇유̇변̇수̇로 사용된 적이 없다는 뜻이다픮 ∀ 도입에서 사용되는 새로운
기호를 신규기호픨fresh symbol픩라고 부른다픮 신규기호는 조금 후에 공부할 ∃ 소거 추론규칙에서도
쓰인다픮

그림 픲픹픺 ∀ 도입 추론규칙 픲

픮픮픮

픲. {c1, c2} hyp

픮픮픮

픴. ϕ픨c1, c2픩 Rule ?

✄ 픵. ∀x1∀x2 ϕ픨x1, x2픩 X ∀도입 2-4

신규기호는 픲개 이상 사용해도 된다픮 예를 들어 그림 픲픹와 같은 증명도 허용된다픮 라인 픲와

픴에서 c1픬 c2를 각각 x1픬 x2로 바꾸어도 됨은 물론이다픮

그림 픲픸과 픲픹의 픲번 라인에서 보듯이 신규기호를 도입할 때는 중괄호를 사용한다픮 픵번 라인

의 묶인변수로는 아무 개체변수를 사용해도 된다픮 예를 들면 그림 픲픸의 오른편 그림 픵번 라인에

∀yϕ픨y픩를 써도 된다픮

아래에 ∀ 도입의 적용이 가능한 예를 하나 보였다픮

픮픮픮

픳. x 픽 1 Rule ?
픮픮픮

픵. ∀x ψ픨x픩 Rule ?

픶. {x} hyp

픮픮픮

픸. ϕ픨x픩 Rule ?

✄ 픹. ∀x ϕ픨x픩 X ∀도입 6-8

픶번 라인의 기호 x는 새로운 기호라고 말할 수 있다픮 그 이유는픬 픳번 라인은 피치 증명 시스

템의 라인 간 순서구조에서는 픶번 라인 이전에 있지 않은 것으로 간주되며픬 픵번 라인의 x는

자유변수로 사용된 것이 아니기 때문이다픮

이제 ∀ 도입 규칙의 타당성에 대해서 알아 보자픮 c는 새로운 기호이므로 우리는 c픨의 해석픩

에 대한 어떠한 조건픬 혹은 정보도 가지고 있지 않다픮 그런데 ϕ픨c픩가 증명되었다면 이것은 c가

대상영역 내의 임의의 값 u를 취해도 ϕ픨c픩가 성립한다는 뜻이다픮 다시 말해서 ∀xϕ픨x픩가 성립
한다픮 새로운 기호로 상수기호 c 아닌 개체변수 x를 사용할 때도 마찬가지로 설명할 수 있다픮

∀ 도입 규칙의 간단한 적용 예를 아래에 보였다픮

픳픴



픱. ∀x 픨x · x ≥ 0픩 hyp

픲. {c} hyp

픳. c · c ≥ 0 X ∀소거 1

✄ 픴. ∀y 픨y · y ≥ 0픩 X ∀도입 2-3

추론규칙 ∃ 도입은 아래와 같다픮

그림 픳픰픺 ∃ 도입 추론규칙

픮픮픮

픲. ϕ픨t픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픴. ∃x ϕ픨x픩 X ∃도입 2

단픬 여기서 t는 ϕ 안에서 x를 치환가능해야 하며 ϕ픨t픩
def≡ ϕ픨t/x픩이다픮 아래 그림에 ∃ 도입

규칙의 적용 예를 보였다픮

픱. ∀y 픨0픫 y 픽 y픩 hyp

픲. ∃x∀y 픨x픫 y 픽 y픩 X ∃도입 1

픳. 0픫 0 픽 0 X ∀소거 1

✄ 픴. ∃x 픨x픫 x 픽 x픩 X ∃도입 3

∃ 도입 규칙은 치환 조건이 만족되지 않으면 적용할 수 없
다픮 예를 들어 ϕ픨x픩 ≡ ∀y픨y 픽 x픩픬 t ≡ y로 놓으면 ϕ픨t픩 ≡ ∀y픨y 픽
y픩가 되는데 이런 경우에는 ϕ픨t픩로부터 ∃xϕ픨x픩를 얻을 수 없
음이 당연하며 이를 오른편 그림에 보였다픮

픮픮픮

픲. ∀y 픨y 픽 y픩 Rule ?

✄ 픳. ∃x∀y 픨y 픽 x픩 x ∃도입 2

16 Exercise ∃ 도입 규칙의 타당성을 보이시오픮 ⊣

추론규칙 ∃ 소거를 그림 픳픱과 픳픲에 보였다픮 단픬 여기서 c와 x는 신규기호이고 c는 θ에 나

타나지 않으며 x는 θ에 자유변수로 나타나지 않는다픮 신규기호는 픲개 이상 사용해도 된다픮 예

그림 픳픱픺 ∃ 소거 추론규칙 픱

픮픮픮

픲. ∃x ϕ픨x픩 Rule ?

픳. {c} ϕ픨c픩 hyp

픮픮픮

픵. θ Rule ?

✄ 픶. θ X ∃소거 2,3-5

픮픮픮

픲. ∃x ϕ픨x픩 Rule ?

픳. {x} ϕ픨x픩 hyp

픮픮픮

픵. θ Rule ?

✄ 픶. θ X ∃소거 2,3-5

를 들어 그림 픳픱과 같은 증명도 허용된다픮 라인 픳에서 c1픬 c2를 각각 x1픬 x2로 바꾸어도 됨은

물론이다픮 ∃ 소거를 사용할 때는 주석에서 전제의 순서가 지켜져야 한다픮 즉픬 그림 픳픱의 라인 픶

에서 2,3-5를 3-5,2로 두면 안 된다픮

이 추론규칙의 적용 예로 미분학의 한 정리를 형식증명으로 나타내 보이겠다픮 미분 가능한

함수 f 픺 R → R이 x 픽 c에서 최대값을 가진다면 픨c, f픨c픩픩에서 접선의 기울기픨핳핬핯핰핥픩는 픰이다픮

픳픵



그림 픳픲픺 ∃ 소거 추론규칙 픲

픮픮픮

픲. ∃x1∃x2 ϕ픨x1, x2픩 Rule ?

픳. {c1, c2} ϕ픨c1, c2픩 hyp

픮픮픮

픵. θ Rule ?

✄ 픶. θ X ∃소거 2,3-5

그러므로 f가 최대값을 가진다는 가설로부터 f의 그래프에는 접선의 기울기가 픰인 점이 있다

는 결론을 얻을 수 있다픮 그림 픳픳은 이 논의의 형식증명이다픮

그림 픳픳픺 ∃ 소거 추론규칙 적용 예

픱. ∀x 픨Max픨x픩 → 픨slope픨x픩 픽 0픩픩 hyp

픲. ∃x Max픨x픩 hyp

픳. {c} Max픨c픩 hyp

픴. Max픨c픩 → 픨slope픨c픩 픽 0픩 X ∀소거 1

픵. slope픨c픩 픽 0 X 명논귀결 3,4

픶. ∃x 픨slope픨x픩 픽 0픩 X ∃도입 5

✄ 픷. ∃x 픨slope픨x픩 픽 0픩 X ∃소거 2,3-6

17 Exercise ∃ 소거 규칙이 명제논리에서의 ∨ 소거와 비슷한 부분을 찾으시오픮 ⊣

18 Exercise ∃ 소거 규칙의 타당성을 보이시오픮 ⊣

19 Remark 부분증명은 가설 라인 픱개와 결론 라인 픱개 이상으로 이루어진다픮 명제논리에서

사용하는 부분증명의 가설 라인에는 반드시 논리식이 들어 있어야 한다픮 그러나 픱계논리에서

사용하는 부분증명의 가설라인에는 논리식이 들어 있을 수도 있고픬 신규기호가 들어 있을 수도

있으며 픨∀ 도입픩픬 신규기호와 또한 그 기호를 사용한 논리식이 들어 있을 수도 있음을 픨∃ 소거픩

알아야 한다픮

부분증명의 가설 라인에 논리식 없이 신규기호만 들어 있는 경우 주석에 hyp를 두는 것은

엄격하게 말하자면 부정확한 표현이라고 불 수 있다픮 이러한 부분증명은 새로운 가설의 적용범

위를 지정해 주는 것이 아니라 새로 도입한 기호의 사용범위를 지정해 주는 역할을 한다픮 ⊣

5.5 등호의 도입과 소거

토톨로지는 피치 증명의 임의의 위치에 있는 라인에 자유로이 넣을 수 있다픮 t 픽 t 형태의 논리

식도 그러하다픮 이 규칙의 타당성은 모든 사람이 자명하게 받아들일 것이다픮 이제 ∀ 도입 규칙과
∃ 도입 규칙을 이용하면 등식 t 픽 t의 앞에 임의의 한정사들을 붙인 논리식을 자유로이 사용할

수 있음을 알 수 있다픮

이 규칙은 전제를 필요로 하지 않는 아주 간단하고 쉬운 추론규칙이며 그림 픳픴에 이를 보

였다픮

픳픶



그림 픳픴픺 = 도입 추론규칙

픮픮픮

✄ 픲. ∀x∃y . . . 픨t 픽 t픩 X = 도입

다음에 공부할 = 소거 추론규칙은 이것보다는 조금 더 복잡하다픮 등호픨픽픩의 기본 성질은

다음과 같다픮

x 픽 y이면 어떤 x에 대한 명제가 주어졌을 때 이 명제에서 x를 y로 바꾸어도 원

래의 명제와 동등하다픮

위 사실의 기호논리 버전은 다음과 같다픮

∀x∀y
(
x 픽 y ⇒ 픨ϕ픨x픩 ↔ ϕ픨y픩

)
픨픱픶픩

그런데 흔히 픨픱픶픩을 다음과 같이 쓴다픮

∀x∀y
(
x 픽 y ⇒ 픨ϕ픨x, x픩 ↔ ϕ픨x, y픩

)
픨픱픷픩

이는 ϕ에 x가 여러 군데 나타나는 경우픬 이 중에 일부의 x만 y로 바꾸어도 된다는 것을 의미

하는 것이다픮 즉픬 픨픱픷픩에서

ϕ픨x, y픩는 ϕ픨x, x픩에서 x의 나타남의 일부픬 혹은 전부를 y로 대체해서 얻은 논리식

을 나타내고 있는 것이다픮

20 Remark 치환픨substitution픩과 대체픨replacement픩는 의미상의 중요한 차이가 있다픮 치환이라

함은 어떤 표현에 나타나는 변̇수̇를 다른 것 픨변수 혹은 표현픩으로 바꾸는 것으로픬 별도의 설명

이 없으면 그 변수의 모̇든̇ 나̇타̇남̇을̇ 바̇꾸̇는̇ 것̇이다픮 대체라 함은 어떤 표현에 나타나는 부̇분̇표̇

현̇픨subexpression픩을 다른 것으로 바꾸는 것으로픬 별도의 설명이 없으면 그 부분표현의 나타남의

일̇부̇만̇ 바̇꾸̇는̇ 것̇이다픮 ⊣

= 소거 추론규칙은 Proofmood에서 그림 픳픵와 같이 구현되어 있다픮

그림 픳픵픺 = 소거 추론규칙

픮픮픮

픲. t1 픽 s1 Rule ?
픮픮픮

픴. tn 픽 sn Rule ?

픵. ϕ픨t1, . . . , tn픩 Rule ?

✄ 픶. ϕ픨s1, . . . , sn픩 = 소거 2,...4,5

여기서 픶번 라인의 논리식 ϕ픨s1, . . . , sn픩는 픵번 라인의 논리식 ϕ픨t1, . . . , tn픩에서픬 각 i 픽 1, . . . , n

에 대해서 ti들을 si로 대체해서 얻은 논리식을 뜻한다픮

21 Exercise = 도입 추론규칙과 = 소거 추론규칙의 타당성을 보이시오픮 ⊣

픳픷



5.6 추론규칙의 확충

지금까지 설명한 픷개의 추론규칙픬 즉 명제논리적 귀결픬 전칭한정사의 도입과 소거픬 존재한정사

의 도입과 소거 및 등호의 도입과 소거는 모든 픱계항진 논리식을 증명하기에 충분하다픮

그런데 실제로 수학의 증명을 작성할 때 이 픷개의 추론규칙만 사용해서는 불편한 점이 많

다픮 Proofmood에는 증명의 효율성을 위하여 더 풍부한 추론규칙들이 구현되어 있으며 이들을

이 절에서 공부할 것이다픮 이 절부터 시작하여 앞으로 공부할 심̇화̇ 추론규칙들은 항진 논리식을

증명하는 데 꼭 필요한 것이 아니며 다만 증명의 효율성을 위하여 도입된 것임을 다시 한 번

말해 둔다픮

∀ 도입과 ∃ 소거에서 한정사 픲개 이상을 한꺼번에 사용할 수 있음을 그림 픲픹와 픳픲에서 설명

했는데 이는 ∀ 소거와 ∃ 도입에서도 마찬가지다픮 예를 들어 설명하겠다픮 수학자라면 누구나 알고

있는 사실로 전칭한정사의 교환법칙이 있다픮 이 법칙을 기호를 이용하여 나타내면 다음과 같다픮

∀x∀y ϕ픨x, y픩 ⇔ ∀y∀xϕ픨x, y픩 픨픱픸픩

위의 양방향함의의 ⇒를 Proofmood에서 증명하여 그림 픳픶에 보였다픮 픨⇐는 똑같은 방법으로
증명되므로 생략한다픮픩

그림 픳픶픺 ∀ 소거, 도입 추론규칙 픲

픱. ∀x∀y ϕ픨x, y픩 hyp

픲. {x, y} hyp

픳. ϕ픨x, y픩 X ∀소거 1

✄ 픴. ∀y∀x ϕ픨x, y픩 X ∀도입 2-3

픳번 라인의 ∀ 소거에서 두 한정사를 한꺼번에 처리하였으며 픴번 라인의 ∀ 도입에서도 역시
그러하였다픮 그런데 실은 픳번 라인의 ∀ 소거에서는 두 개의 한정사를 동시에 처리할 수 있다는
규칙이 꼭 필요한 것은 아니다픮 그림 픳픷을 보면 이 사실을 알 수 있을 것이다픮

그림 픳픷픺 ∀ 소거, 도입의 예

픱. ∀x∀y ϕ픨x, y픩 hyp

픲. {x, y} hyp

픳. ∀y ϕ픨x, y픩 X ∀소거 1

✄ 픴. ϕ픨x, y픩 X ∀소거 3

픵. ∀y∀x ϕ픨x, y픩 X ∀도입 2-4

22 Exercise 존재한정사의 교환법칙을 쓰고 피치 증명을 찾으시오픮 ∃ 소거에서는 두 개의 한
정사를 동시에 처리하는 규칙이 꼭 필요하지는 않음을 보이시오픮 ⊣

∀ 도입은 전제로 원래는 하̇나̇의̇ 부̇분̇증̇명̇을 사용하게 되어 있는데픬 그림 픳픸픮픨i픩과 같이 두̇

개̇의̇ 라̇인̇을 전제로 사용해도 된다픮 그리고 그림 픳픸픮픨ii픩와 같이 결론 ∀xϕ픨x픩를 부분증명 내에
두어도 된다픮

픳픸



그림 픳픸픺 ∀ 도입 추론규칙 픳

픮픮픮

픲. {c} hyp

픮픮픮

픴. ϕ픨c픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픶. ∀x ϕ픨x픩 X ∀도입 2,4

픨i픩

픮픮픮

픲. {c} hyp

픮픮픮

픴. ϕ픨c픩 Rule ?

✄ 픵. ∀x ϕ픨x픩 X ∀도입 2,4
픮픮픮

픨ii픩

∀ 도입 규칙의 또 하나의 버전으로서 하̇나̇의̇ 라̇인̇과̇ 하̇나̇의̇ 부̇분̇증̇명̇을 전제로 사용하는 것
을 그림 픳픹에 보였다픮 이 규칙이 없어도 결론 라인 픷은픬 그림 픳픹에서 부분증명 3-5 바로 아래에

그림 픳픹픺 ∀ 도입 추론규칙 픴

픮픮픮

픲. {c} hyp

픳. ϕ픨c픩 hyp

픮픮픮

픵. ψ픨c픩 Rule ?

픮픮픮

✄ 픷. ∀x 픨ϕ픨x픩 → ψ픨x픩픩 X ∀도입 2,3-5

명논귀결을 써서 ϕ픨c픩 → ψ픨c픩를 넣은 다음 그림 픳픸픮픨i픩 규칙을 사용하여 얻을 수 있다픮 그러므로

이 규칙은 라인 하나를 절약하는 효과밖에 없으나 실제 피치 증명을 경험해 보면 상당히 편리

함을 알 수 있을 것이다픮 결론 라인 픷은 라인 픲를 가설로 하는 부분증명 내부에 넣어도 된다픮

왜 그런지 생각해 보라픮 이 규칙은 실은 ∀ 도입과 → 도입을 합쳐 놓은 것인데 Proofmood에서는

그냥 ∀ 도입 메뉴에서 처리하도록 하였다픮

그림 픳픸과 픳픹에서 상수기호 대신 개체변수를 쓰거나 이 기호들을 픲개 이상 사용하는 것도

허용된다픮 그리고 그림 픳픶에서 한정사 픳개 이상을 사용하는 것도 허용된다픮

∀ 소거를 바탕으로 하는 유용한 심화 규칙 픲개를 그림 픴픰의 픨i픩과 픨ii픩에 보였다픮 물론 픨ii픩

에서 ϕ픨t픩 대신 ψ픨t픩를 써도 된다픮 여기서 논리항 t가 적절한 치환조건을 만족해야 하는 것은

당연하다픮 이 규칙들도 라인 하나를 절약하는 효과를 가진다픮 이 규칙들은 실은 각각 ∀ 소거와
→ 소거픬 혹은 ∧ 소거를 합쳐 놓은 것인데 Proofmood에서는 그냥 ∀ 소거 메뉴에서 처리하도록
하였다픮 연속 픲항술어기호문도 그림 픴픱에서 보듯이 ∀ 소거에서 제대로 처리된다픮 ∀ 소거와 ↔
소거를 합쳐 놓은 규칙도 그림 픴픲에 구현되어 있다픮

그림 픴픰픮픨i픩과 그림 픴픲에 보인 추론규칙에서 전제의 순서는 지켜져야 한다픮 즉픬 ∀ 소거 2,3

을 ∀ 소거 3,2로 쓰면 안 된다픮

∃ 소거는 전제로 하̇나̇의̇ 라̇인̇픨존̇재̇문̇픩과̇ 하̇나̇의̇ 부̇분̇증̇명̇을 사용하게 되어 있는데픬 그림

픴픳픮픨i픩과 같이 픳 개̇의̇ 라̇인̇을 전제로 사용하는 규칙을 사용해도 된다픮 그리고 그림 픴픳픮픨ii픩와

픳픹



그림 픴픰픺 ∀ 소거 추론규칙 픳

픮픮픮

픲. ∀x 픨ϕ픨x픩 → ψ픨x픩픩 Rule ?

픳. ϕ픨t픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픵. ψ픨t픩 X ∀소거 2,3

픨i픩

픮픮픮

픲. ∀x 픨ϕ픨x픩 ∧ ψ픨x픩픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픴. ϕ픨t픩 X ∀소거 2
픮픮픮

픨ii픩

그림 픴픱픺 ∀ 소거픬 연속픲항술어문

픮픮픮

픲. ∀x 픨f픨x픩 < g픨x픩 < h픨x픩픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픳. f픨t픩 < g픨t픩 X ∀소거 2

같이 θ 대신에 ψ픨c1, c2픩를 사용해도 된다픮 즉픬 신규기호를 포함한 논리식을 사용할 수 있다는

것이다픮 단픬 이때는 결론 라인 픷에서 보듯이 존재한정사를 붙여 주어야 한다픮

∀ 도입 규칙의 그림 픳픸의 픴번 라인에 있는 논리식 ϕ픨c픩를 그림 픳픹에서는 부분증명 픳핻픵로

바꾸어 결론으로 전칭한정함의문을 얻었는데 ∃ 소거에서도 이와 똑같이 할 수 있다픮 그림 픴픴에

이러한 추론의 예를 보였다픮

23 Exercise 그림 픳픸～픴픴에서 보인 추론규칙들의 타당성을 확인하시오픮 ⊣

지금까지 한정사의 도입과 소거에 대한 추론규칙들의 확장 버전을 알아 보았다픮 이제 등호

에 대해서 알아 보자픮 등호 도입 규칙에는 그림 픳픴에서 보인 것 이상의 확장 버전이 없다픮 등호

소거의 확장 규칙은 픴픵와 픴픶 및 픴픸에 보였다픮

그림 픴픵픮픨i픩은 등호의 대칭성이며 이 규칙의 타당성의 증명은 의미론적인 방법을 사용할 필

요가 없이 피치 시스템을 사용하여 다음과 같이 얻을 수 있다픮

픲. t 픽 s Rule ?

픳. t 픽 t X = 도입

✄ 픴. s 픽 t X = 소거 2,3

ϕ픨x픩 ≡ 픨x 픽 t픩로 두면 아래 그림의 픳번 라인은 ϕ픨t픩이고 픴번 라인은 ϕ픨s픩이므로 그림 픳픵

에서 보인 등호 소거 규칙이 픴번 라인에 적용이 가능함을 알 수 있다픮 이것이 그림 픴픵픮픨i픩의

증명이다픮

그림 픴픵픮픨ii픩는 등식논리 픨핥핱핵핡해합핯핮핡핬 핬핯핧합핣픩의 기본 규칙 중 하나이며 이 규칙의 타당성의 증

명은 의미론적인 방법을 사용할 필요가 없이 다음과 같이 얻을 수 있다픮

픲. t1 픽 s1 Rule ?

픳. t2 픽 s2 Rule ?

픴. r픨t1, t2픩 픽 r픨t1, t2픩 = 도입

✄ 픵. r픨t1, t2픩 픽 r픨s1, s2픩 X = 소거 2,3,4

픴픰



그림 픴픲픺 ∀ 소거 추론규칙 픴

픮픮픮

픲. ∀x 픨ϕ픨x픩 ↔ ψ픨x픩픩 Rule ?

픳. ϕ픨t픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픵. ψ픨t픩 X ∀소거 2,3

픨i픩

픮픮픮

픲. ∀x 픨ϕ픨x픩 ↔ ψ픨x픩픩 Rule ?

픳. ψ픨t픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픵. ϕ픨t픩 X ∀소거 2,3

픨i픩

그림 픴픳픺 ∃ 소거 추론규칙 픳

픮픮픮

픲. ∃x1∃x2 ϕ픨x1, x2픩 Rule ?

픳. {c1, c2} ϕ픨c1, c2픩 hyp

픮픮픮

픵. θ Rule ?
픮픮픮

✄ 픷. θ X ∃소거 2,3,5

픨i픩

픮픮픮

픲. ∃x1∃x2 ϕ픨x1, x2픩 Rule ?

픳. {c1, c2} ϕ픨c1, c2픩 hyp

픮픮픮

픵. ψ픨c1, c2픩 Rule ?
픮픮픮

✄ 픷. ∃x1∃x2 ψ픨x1, x2픩 X ∃소거 2,3,5

픨ii픩

ϕ픨x1, x2픩 ≡ 픨r픨t1, t2픩 픽 r픨x1, x2픩픩로 두면 오른편 그림의 픴번 라인은 ϕ픨t1, t2픩이고 픵번 라

인은 ϕ픨s1, s2픩이므로 그림 픳픵에서 보인 등호 소거 규칙이 픵번 라인에 적용이 가능함을 알 수

있다픮 이것이 그림 픴픵픮픨ii픩의 증명이다픮

그림 픴픵픮픨ii픩에서 t 픽 t 형태의 라인은 항상 전제에 있는 것으로 가정해도 좋다픮 예를 들어

아래 그림의 픳번 라인은 = 소거 추론규칙 픲를 통하여 얻었는데 이것은 전제에 라인 t 픽 t와

s 픽 s가 있는 것으로 가정하였기에 가능한 것이다픮

픲. r1 픽 r2 Rule ?

✄ 픳. 픨r1픫 t픩 · s 픽 픨r2픫 t픩 · s X = 소거 2

그림 픴픵픮픨ii픩에 보인 추론 규칙은 등호의 가로 소거픨horizontal elimination픩라고 부르고픬 그

림 픳픵에서 보인 추론 규칙은 등호의 세로 소거픨vertical elimination픩라고 부르기로 하자픮 이렇게

부르는 이유는 등호로 연결된 항들이픨ti와 si가픩 전자의 경우에는 가로로 놓여 있고 후자의 경

우에는 세로로 놓여 있기 때문이다픮

그림 픴픶은 전제가 픳개인 경우의 등호의 추이율픨transitivity픩이며 Proofmood에는 이러한 등

호의 추이율이 전제의 개수에 제한 없이 구현되어 있다픮 이 규칙의 타당성은 의미론적 방법으로

쉽게 증명되며픬 전제의 개수가 픲인 경우에는 다음의 그림과 같은 형식 증명이 가능하다픮

24 Exercise 위 그림의 증명을 그림 픳픵의 틀에 맞추어 설명하시오픮 ⊣

등호의 추이율은 부̇분̇항̇을̇ 이̇해̇한다픮 예를 들면 다음과 같은 증명이 가능하다픮

픴픱



그림 픴픴픺 ∃ 소거 추론규칙 픴

픮픮픮

픲. ∃x ϕ픨x픩 Rule ?

픳. {c} ϕ픨c픩 hyp

픴. θ1 hyp

픮픮픮

픶. θ2 Rule ?

픮픮픮

✄ 픸. θ1 → θ2 X ∃소거 2,3,4-6

그림 픴픵픺 = 소거 추론규칙 픲

픮픮픮

픲. t 픽 s Rule ?
픮픮픮

✄ 픴. s 픽 t X = 소거 2

픨i픩

픮픮픮

픲. t1 픽 s1 Rule ?

픳. t2 픽 s2 Rule ?
픮픮픮

✄ 픵. r픨t1, t2픩 픽 r픨s1, s2픩 X = 소거 2,3

픨ii픩

픱. a픫 c 픽 d hyp

픲. a 픽 b hyp

✄ 픳. d 픽 b픫 c X = 소거 1,2

라인 픲와 라인 픱에는 공통되는 항이 없어 원래는 추이율을 적용할 수 없지만픬 라인 픲의 좌변

a는 라인 픱의 좌변 a픫 c의 부분항임에 착안하면 라인 픲가 a픫 c 픽 b픫 c인 것처럼 사용해도

된다픮 그래서 라인 픳을 결론으로 얻을 수 있다픮 등호의 추이율이 부분항을 이해한다는 것은 바

로 이런 의미이다픮 다시 말하면 아래의 그림에서 라인 픲의 좌변이 라인 픱의 좌변의 부분항인데픬

이때 라인 픲 대신 라인 픲′이 존재하는 것으로 가정하고 픽 소거를 적용하여 라인 픳을 얻을 수

있다는 것이다픮

라인 픲의 t가 라인 픱의 한 항의 부분항으로 두 가지 이상의 방법으로 나타날 때는 문제가

발생할 수 있다픮 아래의 예를 보면 이 문제를 파악할 수 있을 것이다픮

픱. f픨a픩 픫 a 픽 c hyp

픲. a 픽 b hyp

픳. f픨b픩 픫 a 픽 c x = 소거 1,2

픴. f픨b픩 픫 b 픽 c X = 소거 1,2

픵. f픨a픩 픫 b 픽 c x = 소거 1,2

픶. f픨a픩 픽 f픨b픩 X = 소거 2

픷. f픨b픩 픫 a 픽 c X = 소거 1,6

픸. f픨a픩 픫 b 픽 f픨a픩 픫 a X = 소거 2

✄ 픹. f픨a픩 픫 b 픽 c X = 소거 1,8

픴픲



그림 픴픶픺 = 소거 추론규칙 픳

픮픮픮

픳. t1 픽 t2 Rule ?

픴. t2 픽 t3 Rule ?

픵. t3 픽 t4 Rule ?

픶. Rule ?

✄ 픷. t1 픽 t4 X = 소거 3,4,5

그림 픴픷픺 추이율의 증명픬 전제가 픲개일 경우

픲. t1 픽 t2 Rule ?

픳. t2 픽 t3 Rule ?

픴. t2 픽 t1 X = 소거 2

픵. t2 픽 t2 X = 도입

✄ 픶. t1 픽 t3 X = 소거 4,3,5

라인 픲의 a를 라인 픱의 f픨a픩 픫 a의 부분항으로 보는 방법은 픳가지가 있다픮

r1픨x픩 ≡ f픨x픩 픫 a, r2픨x픩 픽 f픨x픩 픫 x, r3픨x픩 픽 f픨a픩 픫 x

로 두었을 때 r1픨a/x픩 픽 r2픨a/x픩 픽 r3픨a/x픩 픽 f픨a픩 픫 a가 되는 것이다픮 Proofmood의 현재 버전에

서는 이 셋 중에 r2만 채택하여 사용한다픮

입증에 실패한 라인 픳은 라인 픶을 도입한 후에 라인픷에서 입증하였고픬 라인 픵는 라인 픸을

도입한 후에 라인 픹에서 입증하였다픮 일반적으로 픽 소거에서 부분항 처리에 관련된 문제는 추

이율에서만 나타나므로 가로 소거픬 혹은 세로 소거를 이용하여 하나의 라인을 추가로 얻은 후에

추이율을 쓰면 해결된다픮

수학에서 흔히 픳등식픬 즉 t1 픽 t2 픽 t3 형태의 표현을 사용하는데 이것은 픨t1 픽 t2픩∧ 픨t2 픽 t3픩

를 줄여 쓴 것이다픮 이 경우 등호의 추이율에 의하여 t1 픽 t3도 성립한다픮 따라서 Proofmood

는 t1 픽 t2 픽 t3 형태의 전제가 있으면 이를 마치 픳 개의 전제 t1 픽 t2픬 t2 픽 t3픬 t1 픽 t3가 있는

것처럼 취급한다픮 예를 들어 다음과 같은 증명이 가능하다픮

픮픮픮

픲. t1 픽 t2 픽 t3 Rule ?

픳. s1 픽 s2 Rule ?

✄ 픴. r픨t1, s1픩 픽 r픨t3, s2픩 X = 소거 2,3

그림 픳픵픬 픴픵 및 픴픶에 기술된 = 소거 규칙은 전제들과 결론의 일부픬 혹은 전부의 좌변과 우

변을 바꾸어도 잘 적용된다픮 다만 결론의 주석에서 전제들의 순서는 때로 중요할 수 있는데 그

림 픳픵에서 결론의 주석의 마지막 전제는 반드시 5가 되어야 한다픮 즉픬 세로 소거에서는 마지막

전제의 위치가 지켜져야 한다픮 그리고 그림 픴픶에서는 전제들의 순서가 하나라도 뒤바뀌면 안

된다픮 즉픬 추이율에서는 모든 전제들이 제 자리에 있어야만 한다픮

등호의 추이율의 적용 예를 하나 더 아래에 보였다픮

픴픳



그림 픴픸픺 = 소거 추론규칙 픴

픮픮픮

픱. r픨t픩 픽 p hyp

픲. t 픽 s hyp

픲′. r픨t픩 픽 r픨s픩 hyp

픳. r픨s픩 픽 p X 픽 소거 1,2
픮픮픮

픱. t픨a픩 픽 c 픽 a1 hyp

픲. a1 픽 a 픽 s픨b픩 hyp

픳. d 픽 e 픽 b hyp

✄ 픴. c 픽 t픨s픨d픩픩 X ∀ = 소거 1,2,3

위의 증명은 등호의 추이율을 사용하고 있는데픬 라인 픱과 라인 픲의 연결은 픲가지 방법으

로 가능하다픮 즉 라인 픲의 a1이 라인 픱에 나타나고 있음을 이용해도 되고픬 라인 픲의 a의 초항

픨핳핵핰핥핲해핥핲항픩 t픨a픩가 라인 픱에 있음을 이용해도 된다픮 그런데 여기서 전자를 취하면 라인 픴까지

이어지지 못하고 후자를 취하면 라인 픴까지 이어진다픮 Proofmood는 이렇게 추이율의 적용에 픲

가지 이상의 경로가 존재할 경우 잘못된 경로는 버리고 올바른 경로를 취할 수 있도록 구현되어

있다픮

= 소거 규칙에서는 전제로 등식픬 혹은 픳등식을 사용할 수 있음을 보았는데픬 여기에 더하여

등식 픲개의 논리곱픬 혹은 등식 픳개의 논리곱도 전제로 사용할 수 있도록 구현되어 있다픮 아래의

그림에 하나의 예를 보였다픮

픱. 픨a 픽 b픩 ∧ 픨c 픽 d픩 hyp

픲. b 픽 c hyp

픳. d 픽 a1 hyp

✄ 픴. a 픽 a1 X = 소거 1,2,1,3

이 그림의 라인 픴의 주석을 보면 전제에 픱이 픲번 나온다픮 두 번째 픱을 넣을 때는 첫 번

째 픱이 지워지는 것을 막기 위하여 컨트롤키 픨핃해핲핬픩를 누른 상태에서 오른쪽 마우스를 클릭해야

한다픮

이제까지 증명의 효율을 높이기 위한 확장된 추론 규칙들을 몇 개 소개하였는데픬 실제 수

학에서 사용되는 증명 규칙은 이보다 훨씬 더 많다픮† 현재 Proofmood에 구현된 것만 해도 ∀픽
소거픬 결합법칙픬 결합교환픬 픱논공식 픨픱계 논리 추론 공식픩픬 귀납법 및 메타치환이 있으며 이들에

대한 설명은 다음 기회로 미룬다픮

†물론 수학자들은 이런 규칙들을 사용하고 있다는 사실을 의식하지도 않고 그냥 자연스레 사용한다.

픴픴
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